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PREDGOVOR S 


Nakon izvojevane Pobjede dolazi Rad: moramo svestrano 
izgrađivati Domovinu, kulturno podizati i prosvjećivati Narod, 
njegovati i razvijati Nauku, tražeći uz ostalo najraznovrsnije 
njene primjene. Time ćemo se odužiti onima, koji za Oslobo- 
đenje i Pobjedu dadoše svoje živote, a ujedno ćemo zadužiti 
mlađa i poznija pokoljenja stvarajući im povoljnije uslove za 
život i rad. 

U tom svijetlu treba gledati na een na nove temelje 
postavljeni rad Prirodoslovnog društva sa svojim Sekcijama. 
Već kod osnivanja Matematičko-fizičke sekcije Hrvatskog Pri- ye 

¥ _ rodoslounog društva istaknuli smo potrebu dvaju matematičko- eee 
_fizighih glasila: jednog PODNO i jednog strogo naučno-. 
stručnog. 
Zasad udaramo srednjim putem. Pokrećemo GLASN IK 
| MATEMATICKO-FIZ1 ČKI I ASTRONOMSKI, kao glasilo Ma- es: 
tematičko-fizičke sekcije i Astronomsko- geofizičke sekcije Hrv. š s 
ee društva, koje zapravo čine društvo matema- 
- tiéara, fizičara i astronoma Hrvatske. List će davati izvje- 
oštaje o radu tih Sekcija (predavanja, kolokviji, stručni refe- 
rati i it. d), a donosit će i samostalne radove njihovih članova 
rrugih stručnjaka; bavit će se Ms AIA nastave i udžbe- : 


> 


en 


pee po 32—64 strane. 


PREFACE 


La Vietoire ćtant gagnće, c'est le Travail qui lui suecede; 
il faut: reconstruire le Pays, élever et éduquer le Peuple, dé- 
velopper et cultiver la Science, en cherchant, aussi, ses diffé- 
rentes applications. 

Une telle activité sera le meilleur moyen, d’une part, de 
nous acquitter envers ceux qui, pour la Libération et la Victo- 
ire, ont donné leur vie, et, d’autre part, d’obliger des généra- 
tions postérieures en leur préparant des conditions favorables 
de vie et de travail. 

«C'est également de ce point de vue qu'il faut considérer 
lactivité amplifiće de la Société des Sciences naturelles avec 
ses différentes Sections. 

Lors de Vinstitution de la Section de Mathématiques et de 
Physique de la Société des Sciences naturelles de Croatie, nous 
avons fait ressortir la nécessité de publier deux périodiques: 
Yun a un degré élémentaire et destiné a la vulgarisation des 
sciences, l’autre a un degré supérieur et scientifique. 

- Pour le moment, nous choisissons la voie moyenne: nous 
commengons par éditer le GLASNIK MATEMATIČKO- 
FIZICKI I ASTRONOMSKI. Le Glasnik sera l’organe de la 
Section de Mathématiques et de Physique et de la Section ~ 
d’Astronomie et de Géophysique de la Société des Sciences natu- 
relles de Croatie; le Glasnik fera connaitre l’activité des deux 
Sections (conférences, colloques, bibliographie, ete), publiera des 
travaux de mathématiques, de physique et d’astronomie de ses 
membres aussi bien que ceux d’attres experts et savants; il 
traitera des probleémes de l’Enseignement et des livres; chaque | 
fascicule contiendra la rubrique »Coin pour tout le mondex da: S 
laquelle, en outre, on insćrera un certain nombre d'ćnonećs 
d’exercices dont les solutions avec les noms des auteurs seront" 


publiées au sein de la méme rubrique dans des fascicules | 
suivants. 


~ 


ee Des notes et des articles seront écrits soit dans une langue 
BK _ slave — en russe en particulier — soit en anglais, francais, alle- 
mH mand ou italien. : 

a La dovi Notre projet est de faire paraitre un tome anutelleriaška 


“ra contenant au moins 12 feuilles ot paraissant en Bese eee de | 
ja 2-4 feuilles. 


Dr. Ivan Supek, Zagreb: 


SILE ATOMNIH JEZGRI*) 


1. De Broglievi valovi 


Valnoj teoriji materije!) ishodište je de Broglieva teza iz 
1924., u kojoj je i na svijet atoma protegnut neobični dua- 
lizam, što ga je stvorila hipoteza o kvantima svjetlosti. Dok 
se interferentne i ogibne pojave svjetlosti daju tumačiti jedino 
valnom slikom, izmjena impulsa i energije između svjetlosti i 
materije pokazuje u eksperimentu dalekosežno korpuskularna 
svojstva svjetlosti. Kod fotoefekta zrake monohromatične svjet- 
losti prenose na atome uvijek iste, određene količine energije. 
Ovo prenošenje određenih, uvijek jednakih količina impulsa 
i energije bitna je crta korpuskularne slike i po tome mora 
se monohromatična svjetlost shvatiti kao jato korpuskula, koje 
imaju jednaki impuls i energiju. Po Einsteinovoj hipotezi o 
kvantima svjetlosti 1905., sastoji se svjetlost frekvencije v iz 
samih istovrsnih kvanata energije: 


mes) E = hy; | 
. h je Planckova konstanta, jednaka 6,6.10—7 erg. sek. _ 
Na osnovu teorije relativnosti možemo lako proračunati 


eeapuls: kvanata svjetlosti. Po principu ekvivalentnosti svakoj —~ 


energiji pripada troma masa, dana omjerom između energije 
% i kvadrata brzine svjetlosti. Prema tome ima energija E tromu 
masu jednaku E/e, gdje je c brzina svjetlosti. Budući da se 
4 kvanti svjetlosti kreću brzinom svjetlosti, to je njihov impuls 
dan umnoškom te trome mase i brzine svjetlosti. Impuls kvanta 
svjetlosti prema tome dan je izrazom: 
2 hy 


E oa De. 


Uvedemo li za = dužinu omjer etno brzine svjetlosti i 
| rekvencije, možemo impuls kvanta svjetlosti izraziti i u ob- 
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Valovi svjetlosti valne dužine A djeluju na materiju kao 
jato korpuskula energije hv i impulsa h/2. 

De Broglie je pošao sa stajališta da između materije i 
svjetlosti postoji dalekosežna analogija. Od temeljnih eksperi- 
menata o svijanju katodnih i kanalnih zraka u električnim i 
magnetskim poljima fizičari su te zrake predočili jatom kor- 
puskula. No, međutim, ako postoji podudaranje između ka- 
todnih i kanalnih zraka i svjetlosti, tad moraju te zrake po- 
kazivati iste interferentne i ogibne pojave kao i svjetlost. Kao 
što se prema Hinsteinovim relacijama iz frekvencije i valne 
dužine može odrediti impuls i energija kvanata svjetlosti, tako 
se s druge strane po de Broglieu iz energije i impulsa elek- 
trona mogu odrediti valna svojstva zraka materije. Prema 
jednadžbama (1) i (3) frekvencija i valna dužina elektrona, 
protona ili iona dana je izrazima: 


(4) y ees i de 

h p 
Eksperimentalno pokazuju elektronske, protonske ili moleku- 
-larne zrake valne pojave u potpunom skladu s tfm de Broglie- 


vim relacijama). 


Pored podudaranja postoji i temeljna razlika između svjet- 
losti i trome materije. Kvanti svjetlosti kreću se uvijek istom 
brzinom; brzina svjetlosti je za sve motritelje jednaka. Za 
tijela i elementarne čestice materije, naprotiv, postoji uvijek 
jedan inercijalni sistem, u kojemu miruju. Elementarne čestice 
(elektroni, protoni, neutroni) imaju masu mirovanja; svjetlost 
je nema. Masu mirovanja elektrona označit ćemo s m. Po 
Finsteinovu principu ekvivalentnosti toj masi m odgovara 
energija E jednaka mc?, Kad se elektron pokrene, tada se po- 
veća njegova masa. Masa elektrona u gibanju s brzinom v je | 


jednaka: 
\ š m 
(5) m = vi 
| bie ck 
Impuls p elektrona dan je umnoškom njegove brzine v i mase. 
m: nd 
. mv 
< (6) p= mv = v? 
| ME ona 
4, st c ž 
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Energija je elektrona umnožak mase i kvadrata brzine svjet- 


olosti. 


mc? 


(7) E=me = yp? 
t= : 
Cc 
Kako se lako vidi, izmedu impulsa i energije elektrona postoji 
odnos: Šu 
= 2 
(8) = — p> = me 
B75 kvante svjetlosti je m jednako nuli, te je energija jednaka 
sion impulsa i brzine svjetlosti (E = pc). Za male vrijed- 
nosti impulsa dobiva se odnos, koji u klasičnoj mehanici po- 
h BELI između energije i impulsa. Dok je p malo prema me, SLANA a 


M ave prelazi u jednostavan oblik: E S- 


ic J sarisdxhe (8) nam omoguéava da RACE vezu izmeta. ~ Ea 
skvencije i i valne dužine valova materije. U tu jednadžbu (8 


£ 


vr “i ćemo prema eee (4) frekvenciju i valnu du 


_ je okarakterizirana jedino svojom masom. 
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LO zeli 0* u 4. 0* u O°. Ue 
sta >0B a 0 x? ar eee er 
Najjednostavnije je rješenje te valne jednadžbe ravni val, koji 
se širi u nekom zadanom smjeru. Takav ravni val frekvencije 


y i valne dužine 2, koji se širi u smjeru osi x, dan je izrazom :) 


(10) 


: E 
mije I ite vra 


Za takav ravni val druge su derivacije: 


0* u 


EE = -— 4 TI vi u 
0" u 4 x? 
sjeli ? 


Uvrštenjem tih izraza u valnu jednadžbu (19) dobivamo za 
frekvenciju i valnu dužinu ravnog vala uvjetnu jednadžbu: 

v3 1 . 

‘ome 7 

Taj odnos zaista ispunjuju valovi svjetlosti, ali ne valovi ma- 

terije. Da bismo dobili ispravan odnos između frekvencije i 

valne dužine valova materije, moramo valnu jednadžbu svjet- 

losti proširiti jednim članom, koji vodi računa o masi miro- 


= 0 


_vanja. Iz prijašnjeg se računa lako vidi, da na traženi odnos 


(9) dolazimo, ako valnoj jednadžbi svjetlosti dodamo član ~ 


4r" mc F i 
a u, Time dobivamo valnu jednadžbu: 
/: a Ou . Ou, du, du -40% mc? 


aot. tosh OJ een ae ae 
Ovu jednadžbu zovemo danas de Broglievom jednadžbom, 


materije. Pokušamo li tu jednadžbu riješiti ravnim valom (11), 


dolazimo doista na de Brogliev odnos između frekvencije i valne 


Jer neposredno izlazi iz de Broglievih razmatranja o valovima | 


dužine ravnog vala. Od valne jednadžbe svjetlosti razlikuje | 
se de Broglieva jednim članom, koji je razmjeran samoj val- | 


noj funkciji, a ne njenim drugim derivacijama. Stavimo li. u 
tom članu masu mirovanja m jednaku nuli, dobivamo u skladu 


S prijašnjim promatranjima valnu jednadžbu svjetlosti. 


U de Broglievoj su jednadžbi brzina svjetlosti i Planckova | 
dina vrsta materije ovdje | 


konstanta univerzalne konstante. Poj 


\ N 


x \ 


ae 3 Ad AER ons Sat da 


> 
- 


+ 
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2. Valovi materije u električnim poljima 

Elektroni i protoni električki su nabijeni, te na njih vanj- 
ska električka polja izvršuju sile. Djelovanje električnih sila 
možemo opisati jednim potencijalom V, koji je funkcija pro- 
stornih koordinata. Prilikom gibanja u tom električnom po- 
tencijalu ima elektron potencijalnu energiju eV; tu e znači 
naboj elektrona —4,8.10—° el. st. j. Energija je elektrona dana 
zbrojem energije gibanja i potencijalne energije. Označimo li, 
kao i prije, ukupnu energiju s E, to je energija gibanja jed- 
naka £—eV. Između te energije gibanja i impulsa vrijedi, na- 
ravno, isti odnos kao i prije, pa prema formuli (8) imamo 


(13) —p=m? €? 


Stavimo li u tu jednadžbu za energiju i impuls de Broglieve 
izraze E=hy i p=h//, to prethodnim dijeljenjem s h? dobivamo: 
; 1 2 if 2 2 
oe Se O 
Vrlo lako možemo naći valnu jednadžbu, koja vodi na taj 
odnos između frekvencije, valne dužine i potencijala V. U 
valnoj jednadžbi dolaze prostorne i vremenske derivacije valne 
funkcije. Prostornim deriviranjem valne funkcije dobili smo 
faktor —1//?. Budući da je taj izraz ostao u električnom polju. 
nepromijenjen, to ćemo zadržati iste prostorne derivacije valne 
funkcije i u valnoj jednadžbi, koja prikazuje širenja valova _~ 
u potencijalu V. 
Na kvadrat frekvencije došli smo deriviranjem ravnog vala 
po vremenu. Tu derivaciju moramo prosiriti, da dobijemo mje- 


sto 4 r?v?/6? novi izraz: 


4 72 : 
(2 — 2 — = y+e ay ) 
Na takav izraz vodi primjena aes 
¥ == Oe a 4k Pee 472 ež > 
ee ee et re a ad 


De aiia. tome glasi valna jednadžba valova materije u električ- 
we potencijalu. V: 


1 Bu dne du LARA yy. 4 
ide Fe a V2u 
ed Ag du dna ra 


kra mE 
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U teoriji relativnosti osnovna je invarijanta —c? t2+x2 +. 
+gy?+2?, gdje t. zv. četvrta koordinata ict nastupa simetrično 
sx y iz. U de Broglievoj valnoj jednadžbi (12) sadržana je 
suma drugih derivacija po svima četirima koordinatama x, 


“gy, zi ict. Ona je dakle relativistički invarijantna. U jednadžbi 


(16) ta je simetrija razorena. No u teoriji relativnosti električki 
je potencijal V samo jedna komponenta četvornog vektora, ko- 
jemu su ostale tri komponente dane s vektorskim potencijalom A. 
Fundamentalna relativistička invarijanta Maxwellove teorije 
V*—A:? tada je apsolutni iznos četvornog vektora s komponen- 
tama V, iAx, iAy i iA, Opća jednadžba za širenje valova u 
električkim i magnetskim poljima dobiva se da se prostorne de- 
rivacije po x, y i 2 prošire aditivno s članovima Ax, fAy 1 fAz, 
kao što je to proširena vremenska derivacija u (15). Takva je 
valna jednadžba, naravno, relativistički invarijantna. 


3. Schrédingerova jednadžba 
Dok električki potencijali i brzine elektrona nijesu ve- 
like, može se de Broglieva jednadžba približno zamijeniti je- 
dnostavnijom. U tom nerelativističkom slučaju energija je 


elektrona tek nešto malo različita od njegove energije miro- 
vanja, pa možemo staviti: 


(17) E=me + U U « me? 

Energija U podudara se s klasičnom energijom !/smv* + eV. 
Analogno stavit ćemo za frekvenciju vala materije:' 

(18) v=w+v v= S «vo 

u Vremenska titranja valne funkcije određena su frekven- 
cijom v = vo + v. Vremenskom mijenjanju valne funkcije pri- | 
donosi najviše frekvencija vo, koja odgovara energiji miro- 
vanja. U rješenjima de Broglieve jednadžbe (16) možemo odi- 
jeliti faktor e /27vwt kao najjače promjenljiv s vremenom. | 


Rješenje de Broglieve jednadžbe možemo tada pisati u obliku: 


D(X; Ye, t) 
Vv (X Y, 2, t) ne zavisi više tako jako o vremenu kao prvi faktor. | 
S postavkom (19) pokušat ćemo rješiti de Broglievu jednadžbu. ‘ 
Za derivacije po vremenu dobivamo: tae 


(19) eee l2zvt 
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e ' Ov \ i2nvt 
oz (122% v < Ot ). 
: ov Ož v L2mvy # 
= 2 \ 
=. oy Artyuty +i 4 nv +5 7 Ja 


Uvrštenjem tih izraza u valnu jednadžbu (16) dobivamo za v 
novu jednadžbu: 


Ar? vož BT e 4 74 €2 4a 
ran — a Vv + V2yp-i = u 
4ne .0v 1 02v 02v 02v 02 vy 472 m2 c? 
+ ee ——— + —— + —_— = ——— 
gi 4 he? TIS Ce 8P 0x? BE Oy? 0 2? ae. 


_ Najprije ćemo u toj jednadžbi staviti vo = me2/h. Tada se prvi 


: član na lijevoj strani i jedini Glan na desnoj strani jednadžke 
e ukidaju. Po našoj pretpostavci eV je malo prema mc’, pa 
le éemo zato moći u pređašnjoj jednadžbi zanemariti élanova: 


= dne: > OV 4 72 e a keV 
RAME A ard va se Et 
Tim zanemarenjem dobivamo bitno pojednostavljeni oblik: 
Eo ed av < 4zm ov 8x2m 
ss tas tas > g e VU 
E 21) - SIE —i——— a D : E z VIE 


novu, koja više n ne zavisi o vremenu. Nova. j 
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4. Statička polja i sile u atomnim jezgrama 

Slijedeći de Broglievu misao, razvit ćemo teoriju valova 
materije u potpunoj analogiji s teorijom svjetlosti. Vremenski 
promjenljiva rješenja Maxwellovih jednadžbi jesu elektro- 
magnetski valovi, koji-se brzinom svjetlosti Sire kroz prostor. 
Naprotiv, statička su rješenja poznata Coulombova električna 
polja. Ona izviru ili utječu u električne naboje. Ako postoji 
potpuna analogija između elektromagnetskih polja i polja ma- 
terije,. to moraju u prirodi postojati i statička rješenja de Bro- 
glieve jednadžbe. U de Broglievoj jednadžbi (12) stavit ćemo 
vremensku derivaciju valne funkcije jednaku nuli. Time do- 
bivamo: 
(24) Pu 7 Oats 07 u oe dq mc 

0 x? oy? 0 2? h? 

Nas interesiraju samo takva statička rješenja, koja imaju sin- 
gularitet (izvor) u jednoj točki prostora, a zavise samo o uda- 
ljenosti od te singularne točke. Opstanak singulariteta u jednoj 
otočki znači da takva statička polja materije vise poput Cou- 
lombovih elektriékih polja na izvjesnim česticama. Valna 
funkcija po našoj pretpostavci zavisi samo o udaljenosti 
r= | x? + y? + 2 od neke stalne točke O. Transformirat ćemo 
derivacije u valnoj jednadžbi (24) na tu novu promjenljivicu. 


u 


Bu dato DJS 

DO ata REČE 

Deir SS, eee ibi du x? 
oe AE. iia, a ae 
0x date ri LONE E Arar 


Prema tome dobivamo za stmu drugih derivacija jednostavni 
izraz: 


ču, du, ču au, 2 aa 

_ du du _ 1 d 
Oke Oe S 0 22 dr? por dr “oro dr Cu 
Prema tome jednadžba valova, koji zavise o udaljenosti od 
neke stalne točke, glasi: - 


od 472 m2 2 : 
jeh dra ra oda A) 


Ovu običnu diferencijalnu jednadžbu možemo odmah integri- 


tada diferen- 


rati. Umnožak ru označit ćemo s f. Za 7 imamo 
cijalnu jednadžbu: > i 
| af | 


Ure 


Sile atomnih jezgri 13 


keke 
Rješenja te diferencijalne jednadžbe jesu f = Ae h 
Fizikalni smisao imaju samo rješenja, koja iščezavaju u bes- 
konačnosti. Dakle: 


r 


r 
(26) “ies Ed: 
' r 
gdje je: 
(27) fee a Te 
27 mc 


Statička de Broglieva rješenja razlikuju se od Coulombovih 
eksponencijalnom zavisnošću o udaljenosti. Za male udalje- 
nosti, r «d, eksponencijalna funkcija u rješenju (26) približno 
je jednaka 1. U neposrednoj: blizini izvora ponašaju se polja 
materije poput električnih. Bitna je razlika prema Coulom- 
bovim poljima, da polje materije opada eksponencijalno s uda- 
ljenošću. U većim udaljenostima od d = h/2x me praktički 
statička polja materije iščezavaju. Veličina d zove se »d o se g« 
polja materije. Dok se električna statička polja rasprostiru po 
čitavom prostoru, statička polja materije gusto su zbijena u 
sitna područja prostora. Ova je prostorna zbijenost statičkih 
polja materije razlogom, da su ta polja tako kasno eksperi- 
mentalno otkrivena. Električne i magnetske sile mogu se lako 
primijetiti i u svakidašnjem životu, djelovanja polja materije, 
naprotiv, ostaju koncentrirana na izvanredno sitna područja. 
Statička rješenja de Broglieve jednadžbe prelaze u poznata _ 
-elektriéka rješenja, ako za doseg d stavimo beskonačno ve-- 
liku vrijednost. Beskonačno veliki doseg imaju po jednadžbi 
(27) polja, kojima pripada masa mirovanja jednaka nuli. No, 
.zaista, kvanti svjetlosti nemaju mase mirovanja. Iz toga po- 
novo razabiremo, zašto električna polja sižu u beskonačne | 
udaljenosti. 
| Doseg je karakteristična veličina za pojedine vrste mate- 
rije. U donjoj tabeli dani su dosezi za neke vrste materije: . 


statička polja 


_ korpuskule ; | | masa (g) | doseg (cm) | 
| protoni, neutroni de Broglievo 167.1077 - se STOPE 
| mezoni - de Broglievo 200 m t07 E 
| elektroni a de Broglievo m=9,11.10°28| > 4-1011 
———ČŽ_Ž_Ž_-_-—- m_m. EEE EEE == 


| kvanti svjetlosti | Conlombovo “nula = beskonačan | 
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Gdje se opažaju takva polja, koja eksponencijalno opadaju? 
Empiriéka su iskustva o atomnim jezgrama iznijela na javu, 
da u atomnim jezgrama vladaju sile, koje su vrlo velike u 
malim udaljenostima, ali u udaljenostima većim od promjera 
jezgra praktički potpuno iščezavaju. Između neutrona i pro- 
tona opaža se samo dotle jako privlačenje, dok se čestice na- 
laze u manjoj udaljenosti od 10-2 cm.) Po svojoj zavisnosti 
o udaljenosti nalikuju dakle jezgrine sile potpuno na de 
Broglieva statička polja. To podudaranje navelo je 1935. 
Yukawu na epohalnu misao, da su statička de Broglieva polja 
nosioci sila u atomnim jezgrama. Iz dane se tabele, međutim, 
vidi, da je masa protona prevelika, a masa elektrona premala, 
da bi njihova statička polja imala doseg jednak promjeru 
jezgra. Radius atomnih jezgra iznosi približno 2.10—* em. Na 
takve promjere vodile bi čestice, koje imaju masu 200 puta 
veću od mase elektrona. Yukawa je 1935. pretpostavio,®) da 
postoje takvi »teški elektroni«. Kao što električna polja imaju 
svoje izvore i ponore u električnim nabojima, tako isto i polja 
»teških elektrona« vise na protonima i neutronima atomnih 
jezgri. Što su kvanti svjetlosti u elektrodinamici, to su »teški 
elektroni« u teoriji atomnih jezgri. Oni bivaju emitirani pri 
kvantnim skokovima. No eksperimentalno se kod f-radioaktiv- 
nosti opaža da atomne jezgre emitiraju elektrone ili pozitrone, 
a ne »teške elektrone«. Yukawa je stoga išao korak dalje i po- 
stavio tvrdnju, da se njegovi »teški elektroni« raspadaju na 
elektrone ili pozitrone. Kako iz P-radioaktivnosti proizlazi, 
srednje trajanje »teških elektrona« iznosi oko 10— sek. 


Čini se da su hipotetske Yukawine čestice pronađene u 
kosmičkim zrakama. Ispitujući prodorni dio zraka, opazilo je 
1988. više fizičara u Wilsonovoj komori čestice s prorečenim ~ 
svojstvima. Oni sačinjavaju t. zv. tvrdu komponentu kos-~ 
mičkih zraka?) koja prodire kroz debele ploče olova i u velike ~ 
morske dubine. Nove su čestice dobile ime mezoni ili mezo- | 
troni. Prema Yukawinom predviđanju te se elementarne čestice : 
raspadaju, što objašnjava zagonetno iščezavanje tvrde kom- | 
ponente u atmosferi. Po svoj prilici mezoni nastaju, kad. kos- | 
mičke zrake nalete na visoke, ali već gušće slojeve atmosfere. | 
Kao što pobuđeni atomi emitiraju kvante svjetlosti, tako isto | 
pobuđene atomne jezgre emitiraju kvante svojih polja — me- ; 
Zone. Kosmičke zrake dovode dosta Ve snereije. Res“ : 
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200 mež, da jezgre izbace jedan ili više mezona. U našim ze- 
maljskim prilikama, kod f-radioaktivnosti, virtuelni se mezon 
mora najprije raspasti na lake čestice. Ako je mezonu naboj 
negativan, on se raspadne na elektron i neutrino; a ako mu 
je naboj pozitivan, raspadne se na pozitron i neutrino. Da pri 
B-radioaktivnosti bivaju zajedno izbačeni elektron i neutrino, 
pretpostavio je već Pauli da bi objasnio, zašto iste radioaktivne 
jezgre izbacuju elektrone s različitim energijama. Raspoloživa 
se energija jezgre naime po zakonu slučaja raspodjeljuje na 
elektron i neutrino, pa se eksperimentalno kod f-radioaktiv-. 
nosti opaža kontinuirani spektar energija elektrona, od nule 
do neke maksimalne vrijednosti. Prema Yukawi treba da /f- 
radioaktivno raspadanje shvatimo kao dvostepeni proces: pro- 
ton prede u neutron, izbacivši pozitivni mezon. Taj se mezon ' 
dalje raspada na pozitron i neutrino. S druge strane neutron 
prede u proton, emitiravši negativni mezon. Taj se negativni 


_ mezon dalje raspada na elektron i neutrino. Shematski: 
4 neutron proton 
proton neutrino neutron > neutrino 
+ mezon — mezon 
pozitron elektron 


Na eksperimentalnim činjenicama iz f-radioaktivnosti iz- 
gradili su prvi kvantnu teoriju jezgrenih sila sovjetski fizi- 
čari Tamm i Ivanjenko.’) Oni su pretpostavili, da je nosilac 
sila u ata jezgri polje. solok iron: neutrino. No iz ode 


= 
ps 


ža Yukawina teria | 


16 : : Dr. Ivan Supek, 


Električno polje označit ćemo s vektorom E, a maensijkoo 
polje s vektorom H. U vacuumu zadovoljavaju La polja pozna- 
tim Maxwellovim jednadžbama?) : 


] OE 
rot Hae eae 
1 oH . 
(28) div E = 0 
' divH = 0 


Iz zadnje Maxwellove jednadžbe možemo zaključiti, da se 
vektor H dade prikazati kao rotacija nekog vektora A: 
(29). | ' H = rot A 
Tim postavkom je automatski zadnja Maxwellova jednadžba 
ispunjena, jer je: =e : E 
< OHy 40H, , OHz_ 0 (242 _ 2 Ay ) ee 
“Ox. e Oy Oz. eu dy = 02 
> (2734), Pe sj 
eee SIRA Oe Sx “Oz. prea Oy 
oe Mi nijesmo, naravno, električko polje prikazali kao Poesia 
meee nekog vektora, jer u trećoj Maxwellovoj jednadžbi stoji samo, 
kad je vacuum, na desnoj strani nula. Inače je divergencija. 
o električnog polja. jednaka električnoj gustoći. Četvrta Max- 
_ wellova jednadžba: vrijedi uvijek (nema magnetske supstanci 
2 Par liajuči lo H u Gace pene ake Sayaka! a a d 
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Ovaj sistem jednadžba potpuno je ekvivalentan s Maxwellovim 
jednadžbama, ali mnogo jasnije odaje geometrijsku strukturu 
elektromagnetskog polja negoli same Maxwellove jednadžbe. 
Iz osnovnih jednadžba elektromagnetskog polja dade se 
lako pokazati, da elektromagnetski potericijali V i A zado- 
voljavaju valnim jednadžbama. U tu svrhu primijenit ćemo 
operator rotacije na drugu jednadžbu sistema (31). Time do- 
bivamo: 
(32) rot H = rot (rot A) 
1z te jednadžbe eliminirat ćemo rot H pomoću treće jednadžbe 
sistema (31). Osim toga možemo lako izračunati da je: 


ONA > DVA SDA 


Time prelazi jednadžba (32) u novu jednadžbu: 
1 JE OZA OZA oA : 
a eee et d div A 
cof (ee ee 


U toj jednadžbi eliminirat ćemo polje E pomoću prve jed- 
nadžbe sistema (31). Time konačno dobivamo jednadžbu: 


grad (sor + div A ) = 


1 PAZ OPA eee A 
eas ir ia Ss coe 


(33) 


a pogledu: skalarnog i vektorskog potencijala imamo veliki — 
izbor. Dok su električna i magnetska polja jednoznačno odre- 


dene fizikalne veličine, elektromagnetski potencijali to nijesu. 
Iz jednadžbe (29) se razabira, da se vektorskom potencijalu A 
može dodati gradient povoljne funkcije, a da time ne biva 


promijenjena vrijednost magnetskog polja. Ova sloboda u iz- — 


boru elektromagnetskih potencijala nam omogućuje, da bitno 
ojednostavimo jednadžbu (33). Uzet ćemo samo takve elektro- 
nagnetske potencijale, kod kojih je 

nE e a 3 


A je poznati “ basni uslov, koji je. sam Maxwell dodao 


natu valnu jednadžbu: 


ZETE ma A ES 
Era +32 Srna 


vojim. jednadžbama. Uz taj uslov pa nas o) u <0: 
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Isto se može pokazati za skalarni potencijal: 
zo JV Vie PV oe 

c? of ax? oy" 02? 
Time je dokazano, da Maxwellove jednadžbe vode na valne 
jednadžbe za elektromagnetske potencijale, a time i za 
električna i magnetska polja. (Treba primijeniti samo na (35) 
operator rotacije, pa zamijeniti derivacije. Kad se uvrsti 
rot A = H, dobiva se: odmah valna jednadžba za H). 


(36) 


Kod teorije materije nalazimo se u obrnutom položaju. 
Imamo valne jednadžbe, ali ne znamo one jednazbe, koje 
bi odgovarale Maxwellovim. Međutim možemo lako naći takve 
jednadžbe. Pretpostavit ćemo da i za materiju postoje izvjesni 
skalarni i vektorski potencijal i da zadovoljavaju de Brogli- 
evim jednadžbama: 


ika A eA A 0° A 4x2 m? c? 
(BT ae ft E = ——— 
) Ce ox? oy a 02? h? ša 
1 2 V 2 2 2 m2 2 2 
pes eo ee Soo ov 4 m* c 
eee Hf ax oy? 92? h? 


Polje materije označit ćemo vektorima E i H. Ponovo se ti 
vektori polja materije dadu izvesti iz skalarnog i vektorskog 
potencijala prema (29) i (30). Kako je 


7A oA A 
(39) 312 = I + 372 = — rot (rot A) + grad div A 


možemo jednadžbe (37) i (38) pisati!!) kao produkte diferen— 
Cijalnih operatora prvoga reda: 


dg Nera ze: RE 
te — rot (rot A) + grad div A = 
UES ee 2-2 24 )+4 a (cA 

( č at\ će at | oY) + 2( ov) + 


8 oV. or Oe eee 

Dae) 2 h? | 
Iz ovih parcijalnih diferencijalnih jednadžba drugoga reda 
možemo dobiti parcijalne dif. jednadžbe prvog reda, da uve-. 
demo vektore polja materije prema jednadžbama: ' 


(41) H=rtA E = — grad V — Bieta. 

C at : 

Prema tim izrazima možemo u jednadžbama ‘rot A zamijeniti. 
AV 1. pA 

s H, a = — Fe 25 = ni it. d. Time prelaze jednadžbe 
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(40) u nove jednadžbe: 


STE 4 7% m2 c2 
42) — — (E + grad V) — ma =a Os 
: ( os (E + grad V) — rot H + graddivA ha A 
~~ £(-77)- E - JE - 4& 
anor proi Ox Oy Oz 
i fo) 4 m2 m2 c? 
RE eee eee! 5 bh = 
Raa Sna h? 
Ovdje ćemo članove najprije preglednije grupirati: 
kS9-E age eA 4 m2 mm? c2 
me a es rot aa ve dan ae ea 
ary, ro H + gid (— + div va)= Re 
: 1 0 1 ov 4 x2 gn? ¢? 
eae, = nek ih 
iv Ž 31 ( Ru. + diva ) je. V 


. Opet ćemo pretpostaviti, da između skalarnog i vektorskog 
potencijala vlada prijašnji Maxwellov uslov (34). Uz tu pret- 
_ postavku dobivamo za polja materije jednadžbe:- 


ž ' == E = — grad ya E 

(48) H = rot A . 

Zz LAJE: 4 x? m2 c? 

i epom va é 

i 2 m2 2 
divE = — ee | 2 


oOvajsi sistem diferencijalnih jednadžbi postavio je Yukawa. . 
K ‘ako se neposredno vidi, Yukawine jednadžbe prelaze u poznate = 
XN Pe cscs ako za masu mirovanja m stavimo vrijednost nula. | 
Maxwellove su jednadžbe specijalan slučaj, kad kvanti polja 


a 
nemaju mase mirovanja, Sistem (48) ishodište je naših Sa 


= nioću sličnih operatora iz E i H. Yukawine su jednadžbe, 
e dakle; vrlo simetrično. suradona S obzirom na. sve 
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homogene zrake elektrona cijepaju na dvije različite zrake 
(Stern-Gerlachov pokus!). Takvi valovi pokazuju spinornu 
strukturu i oni se daju prikazati Diracovim jednadžbama. , 
Yukawina polja odgovaraju dakle sasvim drugim česticama. 


U prošlom smo odsječku uveli mezone kao kvante polja, 
koja prenose sile. u atomnim jezgrama. Točno ispitivanje jez- 
grinih sila!?) sa strane Majorane, Heisenberga, Bartletta i dr. 
pokazalo je, da sile u jezgrama zavise znatno o mehaničkim 
momentima sastavnih čestica jezgre. Po osnovnim zakonima 
kvantne teorije mogu sile između protona i neutrona prenositi 
samo takve čestice, koje imaju mehanički moment) jednak | 
h/27. U skladu sa svim time Yukawa je za mezonska polja u | 
atomnim jezgrama postavio jednadžbe (48). U njima je masa | 
mirovanja m dvjesto puta veća od mase elektrona. Time je po- | 
stignut pravi doseg jezgrinih sila, a geometrijska struktura 
samih polja osigurava da se dobije i ispravna zavisnost jez- 
grinih sila o smjerovima mehaničkih momenata.) ' 


; 

| 

6. Energija polja materije 
Iz komponenata elektromagnetskog polja dade se izgraditi | 
| 

| 


es Li = dvi E ž 
kvadratični izraz sr E + H'), koji integriran po čitavom pro- 


storu ne zavisi više o vremenu. Ta važna vremenska invari- 
janta: 


(44) U —/[f — = (E? + H2) dxdydz 


energija je sloktromagueskog polja. Integrand je dlake | 
energije«. 

Iz dalekosežne analogije između Maxwellovih i i Yukawinih | 
jednadžba slijedi, da i za polje materije mora postojati slična | 
kvadratična | invarijanta, koja se dade tumačiti kao energija — 
polja materije. No ovdje treba pomisliti, da u energiji za polje | 
pored E-i H dolaze također i skalarni i vektorski potencijal. 
U Yukawinim jednadžbama, za razliku od Maxwellovih, ska- 
larni i vektorski potencijal nastupaju istovrsno s ostalim vek | 
torima polja; u prvim dvjema Yukawinim jednadžbama. (43) 
jesu E i H pomoću diferencijalnih operatora prvoga reda. iz 
vedeni iz AiV,au zadnjim dvjema jednadžbama A si Vv po 
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čine polja. To je značajna osobitost prema Maxwellovim 
jednadžbama, gdje takva istovrsnost ne postoji. 

Da se dobije energija polja materije, u literaturi je udaren- 
put preko Lagrangeve funkcije, iz koje se uostalom prin- 
čipom varijacije dadu izvesti Yukawine jednadžbe. Nije teško 
| postaviti takvu Lagrangevu funkciju, koja vodi na Yuka- 
wine jednadžbe. Iz Lagrangeve funkcije tada se jednoznačno 

dade izvesti Hamiltonova funkcija, a iz nje integracijom ener- 
gija. Ovdje ćemo pokazati da se energija polja materije može 
i neposredno izvesti iz Yukawinih jednadžba, slično kao i u 
Maxwellovoj teoriji. 

Na prvu jednadžbu iz Yukawinog sistema (43) primijenit 
ćemo operator rotacija. U tako dobivenoj jednadžbi: 

rot E = == 2 rot A 

ćemo rot A zamijeniti prema drugoj Yukawinoj jednadžbi 

s H. Kao ishodište naših razmatranja o energiji uzet ćemo 

tako dobivenu i treću jednadžbu iz (43). S 


i. 20H 

. (45) m PK 
A 1 JE ‘ _2zme 
eee LE je A ee ee 


Prvu od ovih jednadžba pomnožit ćemo skalarno s — H, a drugu 
S + E. Zbrojivši tako dobivene jednadžbe, dobivamo 


ES 1 OR Fes JE. Ev i 
~~ (46) E rot H — H rot E = ee Tee BE 31 E 2 AE 


: Taran na lijevoj strani dade se pisati kao divergencija vektor- 
skog produkta E X H. Prva dva člana desne strane jednadžbe 


(46) jesu jednaka: = = (H? + E?). Pomnoživši s a sada - 
možemo predhodnu jednadžbu pisati u obliku: 
g a c o 1 2 2) cK 
a (47) = div ge ExXH=5; jE +H Eee = AE 


Nas je cilj da dobijemo takvu diferencijalnu jednadžbu, u ko- 

joj dolaze samo divergencije i vremenske derivacije kvadra- 
tiénih izraza u veličinama polja materije. Tom zahtjevu zado- 
-voljava lijeva strana prethodne jednadžbe i prvi izraz desne 
strane iste jednadzbe. Preostaje još da produkt AE transfor- 
tmiramo. na takve. 1 izraze. Da ido postignemo, ave. ćemo 
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BUDA : 
prema (43) u tom produktu E s — grad V — rays Dobivamo: 
Warm en 
(48) — AE = A grad V aoe A = A grad V + SPRE A 


Još preostaje, dakle, samo član A grad V. Taj se dade pisati 
kao: 


o V o V oV oa tO i 
Ai yk < ed ee ae 
0 0 0 Ax 0 Ay 0 Az 
Pad = pla ee 
Kako je već prije istaknuto, vrijedi Maxwellov uslov: 
ie. eee 3, 
tnt ni pisa 


Prema tome možemo zaista produkt AE pisati kao zbroj 
divergencije i vremenske derivacije kvadratičnih izraza u 
vektorskom i skalarnom potencijalu. 


PRS +P OF gia 2 2 
(50) —AE=divVA + 5, HA?) 
Prema tome za ishodnu jednadžbu (47) dobivamo traženi oblik: 
(51) — div S (EXH + # VA) = 
d 1 2 2 2 2 2 
SF Be (FSH VET RAS) 


U Maxwellovoj teoriji lijeva bi strana ove jednadzbe odgova- 
rala divergenciji Poyntingova vektora, a desna vremenskoj 
derivaciji gustoće energije. Kako se vidi, odgovarajući izrazi 
u Yukawinoj teoriji nešto su prošireni. 

Lijevu i desnu stranu jednadžbe (51) integrirat ćemo po 
čitavom prostoru: 


(52) fff div E (E xX ione kV DO dxdydz = 


o ii 
era Sf 87 A Ets H?+ k2 V2 + k2 A2 ) dxdydz 


Integral divergencije preko zatvorenog volumena dade se po 


osnovnom stavku integralnog računa preobraziti u integral 


preko plohe, koja zatvara promatrani volumen. 


Pomislimo sada da ploha, koja zatvara integraciono | 


područje, raste u beskonačnost. No na toj plohi treba uzeti 


izraze E X Hi VA. Ti izrazi u beskonačnosti iščezavaju jače 
e . ar is : 


=e ' : : ' 
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negoli , pa plošni integral iščezava. Lijeva je strana 


jednadžbe, kako vidimo, jednaka nuli. Mora, dakle, biti i desna: 


(58) Lf rm a+ H+  V? + kA?) dxdydz = 0 


Integral ne zavisi o vremenu; on je vremenska konstanta. Mi 
ćemo ga, po analogiji s teorijom elektriciteta, zvati energijom 
polja materije. 


(54) U = IJ e (E? + H2 + k2 V2 + k2A2 ) dxdydz 


Gustoća energije dana je zbrojem kvadrata iz svih četiri veli- 
čina polja materije. Energija je dana s najjednostavnijim kva- 
 dratičnim_ izrazom, koji se dade zamisliti. Pojava konstante 
ok u formuli nužna je, jer svi članovi moraju imati fizikalnu 
dimenziju energija/volumen. Mogli smo, dakle, gu- = 
ostoću energije pogoditi i bez računa. naš 3 ee 


Paid . a 


» 
s M 


Cd 


7. Potencijalna energija između izvora polja materije | : 
_ Fizikalno značenje dobivene formule energije možemo naj- ar 
bolje rasvijetliti na jednostavnim primjerima. U teoriji elek- | 
triciteta igraju važnu ulogu Coulombova polja. Slično moraju. 
u Yukawinoj teoriji postojati izvjesna statička iječenja, koja 


I odgovorna za sile između protona i neutrona. ; 
Pretpostavit ćemo dakle da su u (43) | sve vremenske deri- 2 : 


Ac Je jednake nuli: 


m | Repair ž va od 
za Sase H=rotA — eee 
=: ga | 


ne fet: 
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1 : 
(58) U fff < [ div V grad V — 
' 2 2 eV 
—V (GS + SE 2 ae k? v)| dxdydz 
Integral preko prvog člana integranda možemo opet pretvo 
riti u plošni integral. Budući da integriramo po čitavom prot 
storu, taj plošni integral iščezava. Za energiju statičkog polja 
slijedi, dakle, izraz: I 


i 1 AV eV eV, | 
Uff Vs ae oe & | 


Iz ove formule slijede važni zaključci. Izraz u zagradi inte! 
granda svuda je jednak nuli, gdje je skalarni potencijal net 
prekidna i barem dvaput derivabla funkcija. Budući da je in! 
tegral različit od_nule, mora skalarni potencijal na izvjesnim 
mjestima prostora imati singularitete. Ta singularna mjesta 
izvori su polja materije. U njima se, kao što smo ranije vidjell 


(26), skalarni potencijal ponaša kao =; g je konstanta me 


rodavna za jakost izvora. Ne postoje, dakle, statička polja bez 
singulariteta;!5) ona uvijek »vise« na izvjesnim izvorima. Bu 

dući da je integrand osim na mjestima singulariteta svud: 

jednak nuli, to se čitav integracioni prostor reducira na malo 

kugle oko singularnih mjesta. Ostala područja ne pridonose 

ništa k integraciji. Kod izračunavanja energije pomislit ćemo 

_ dakle, oko singularnih mjesta same male kugle, a energi 

E. se ćemo dobiti tako, da zbrojimo..sve te integrale preko pormišlih 
i : nih malih kugala. Na taj smo način vrlo pojednostavili inte: 
graciju, što je i bila svrha naših transformacija. 4 


i 
| 


Najjednostavnije statičko polje glasi: 
e Se pas E EE 
Ši r 


Kad bi s tim stavkom ušli u integral za energiju, tada bi nam 
taj integral dao energiju, koja pripada jednom izvoru po i 
materije, Ta energija je nazvana vlastitom energijom jevotih 
Na tom mjestu nas te vlastite energije izvora neće interesira : 
Mi želimo promatrati samo sile i; | | | 


a = : E 9) 
; { zmedu izvora polja. U pr 1 

| storu neka se nalaze dva izvora. Z 

o označit ćemo s 1, a udalje 


Udaljenost od jednog izvoj a 
nost od drugog izvora s ra. Međ 


ui ve? 
A * 
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isobnu udaljenost obaju izvora označit ćemo s ri. Statitko 
"polje V. ovih dvaju. izvora nastaje sumiranjem polja Vii Ve, 
ikoja pripadaju prvom, odnosno drugom izvoru. Ta dva polja 
\glase: 


((61) Vs = £1 eo rs i — 82 e-kra 

ri Is 
| Budući da su Vi i V2 rješenja Yukawinih jednadžba (56), to je 
(zbog linearnosti i zbroj Vi + V2 jedno rješenje. Statičko je polje 
“oko dva izvora: 


| (62) V=V+V,= 2 etn + £2 ein 
1 Ti To 
| Za ovo polje izračunat ćemo energiju. Polje V = Vi + V» 
il uvrstimo u integral (59): 
Cc ; 
rs = J eV a? V5 OV; : 
Z Shs ARSE. Oy Oz eee, Ge 
PE 92 V2 02 V2 02 V, 
=: <> Pa SEE pe ed el Ps . 
Wve kb ja = ance Ae) 5 


er fp i 02 RV, RVs Ze 
| + JIfe- V.—== no ze VAM gaat 


a2 de oF 


1 2V, VV, FV, : 
ES Sh Pal x2... Oy er rig Phe Ve) dxdydz 


Integracija se vrši u malim kuglama oko jednog i drugog iz- 
vora. No vidi se, da se prvi i četvrti integral reducira na po- 
odručje oko prvog izvora, a drugi i treći integral oko drugog 
izvora. Prvi i drugi integral daju vlastite energije izvora. Te 
puštamo po strani. Dva zadnja integrala mjerodavna su za 
djelovanje između oba izvora. Promatrat ćemo najprije zadnji 
integral. Oko prvog izvora pomislimo malu kuglu s radiusom 
R. U toj maloj kugli statičko je polje Ve gotovo nepromjen- 
vo. U integralu možemo, dakle, V, izlučiti kao konstantan 
gor: 


= V2 Sh; erat Of grad Vi + k? Vi ) dxdydz 
limo sada, da smanjujemo radius kugle oko prvog izvora. 
en kugle tada iščezava kao R*. No u integrandu postaje | 
skonačan kao 1: R. Integral preko drugog člana inte- 
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.granda, dakle, iščezava. Preostaje samo prvi član. No integral 
preko prvog člana u prethodnom integralu možemo pretvoriti 
u plošni integral preko kugline plohe. Tom preobrazbom do- 
bivamo: 


(65) — = V2 i (grad V;) do 


Projekeija gradienta u smjeru normale kugle jednaka je de- 
rivaciji u smjeru normale. Dakle: 
dV £1 kg, 


(grad Virja =, ee eee 


ekri 
dr fi? Ti 


Plošni integral u izrazu (65) je jednak produktu površine 
kugle s tim gornjim izrazom, dakle jednak: 


kg1 
KADI RI E JE SER 
x R R2 R ) e 


Budući da je R vrlo malo, eksponencijalna funkcija daje 1. 
Osim toga možemo zanemariti i drugi član u zagradi, jer on 
pomnožen s površinom kugle iščezava, kad se radius sma- 
njuje. Vrijednost integrala jednaka je —4rz gi. Izraz (65) je 
prema tome jednak !/»V2gi1. No V2 ima u prvom izvoru vrijed- 
nost, koja mu prema formuli (61) pripada u udaljenosti ris. 
Vrijednost izraza (65) iznosi dakle: 

1 £1 £2 

2 rie 
Na istu vrijednost bi dovela i integracija oko drugog izvora. 


e-kria 


Za međusobnu. energiju dvaju izvora dobivamo: 
(66) 3 Up = £182 p-trs 
12 


Vrlo je značajna u formuli. (66) zavisnost potencijalne 
energije o međusobnoj udaljenosti izvora. U malim razmacima 


izvora ponaša se potencijalna energija polja materije kao 


ki 3 ee . . 

Coloumbov potencijal. Prema većim udaljenostima od »dosega 
polja materije« potencijal je naglo odrezan. Ovo eksponenci- 
jalno iščezavanje potencijala tipično je za Yukawinu teoriju. 


Stavimo li u formuli (66) & jednako nuli, dobivamo potencijalnu 


energiju električkih naboja. U analogiji prema elektromagne- 


aoe treba ga i g» tumačiti kao izvjesne naboje u polju ma- 
erije. : 
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Iz toga razabiremo: istoimeni se izvori odbijaju, a protivni 
privlaée. 

Razmotrit ćemo još statička polja, gdje dolazi i vektorski 
potencijal A. Tada imamo u gustoći energije članove H? i k2A2. 
Prvi član dade se preobraziti: 

H? = H rot A = S Tu ek A rotrot A — 

—divH X A=—A AA graddivA — divH X A 
No div A jednaka je nuli, a integral po čitavom prostoru od : 
div H X A iščezava. Prema tome ostaje za energiju integral, 
koji odgovara integralu (59). 

Za potencijalnu energiju atomnih jezgri dobivamo . prema 
tome izraz: 


(67) : = (g, & + I, I,) A 


Skalarni Bora LI: zavisi o tome, kakve smjerove imaju 
među sobom vektori. Time smo dobili onu komponentu jezgrene na 
sile između protona i neutrona, koja je vezana sa spinom mezona. 

Iz empiričkih podataka o energijama atomnih jezgri daju | : 
se odrediti gornji koeficijenti, koji ostaju u teoriji neizvjesni. tee S 


ek - 


1) Louis de Broglie, Théses. Paris 1924; Louis de Broglie, Mécanique be : 
ondulatoire 1930; WwW. Pauli, Wellenmechanik, Handbuch d. Physik, ES aoe sa 
XIV 4, 1933; 3 x 
DpeHKeJb-BOJIHOBAS MexaHuKa, rrru, 1935. 

2) Davisson i Gerr er, Nature 119,5, 3; eo der Experimental- 
h vik, Erganzungswerk, Band II. ; 


_ TapTakoscKui, IKCIIEPHMEHTAJIbHbIE OCHOBaHIIA BOJIHOBOJ Teopim PE, 
TEpHu, rtm, 1932. = se e 


= 


=. 


= *) Miesto realnih. funkcija cos Pi (vt — si <) i sind (ot—~ ) zgodnije 


Realna se tad rješenja: de 


a potrijebiti kompleksna rješenja. 
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jezgre građene otprilike od jednakog broja protona i neutrona, uzrok je 
Paulijev princip isključenja, a ne navodno postojanje privlačne sile samo 
između raznovrsnih čestica (protona i neutrona). 
8) H. Yukawa. Proc. Phys.-Math. Soc. Japan 17. str. 48 1935. g: 
H. Yukawa i Sakata, Proc. Phys. -Math. Soc. Japan 19. st. ma 
1937. god. 
Yukawa, Sakata i Taketani, Proc. Phys.-Math. Soc. Japan 20. st. 
319 1938: god. Kemmer, Proc. Roy. Soc. 166, str. 127, 1988. 4 
") Euler i Heisenberg, Kosmische Strahlung, Ergeb. d. ex. Wissen. 
Bd. 17, Heisenberg, Zeitschrift f. Physik, Bd. 118. 1939. Rossi, Rev. of Mo- 
dern Physics 11, str. 296, 1939. ° : 
#) Tamm i Ivanjenko, Nature 133, str. 981, 1934. 
.%) Za neki vektor H, rot H je vektor, koji ima komponente: 


S (rot H)x 0 Ha) 0 Byer 
= dy Oz 
0 Hx 0 Hz 
< = (rot Hy = ——* 
+ Pr kir: by . Oz Ox 
ES) < OH o Hx 
¢ Ox Oy 
pp aeeng in nekog vektora E je skalar: 
(o By Frka) _9 Ey 0 Ez 


a Sige ea ep dvE= S eee ZOI raz 
a} Gradient »kalarne funkcije V je vektor, koji ima “komponente: 
en 2 ay far: = ° OF OV OVS a 
ee E o Seed et ae ghee ples" p= 
Buduéi da rotacija ise pee sgh tag to se jeanaaaneg 


LA? 1 ; >. 
rot (E + ne 55) “= 0 općenito rješava s s NOE ar ta x grad 7, 


fe € 
Sg gdje je V povoljna funkcija. : ae 
vs x ") Na pomisao lineariziranja valnih. jdanadške materije . došao | 
He prvi Dirac, Proc. Roy. Soc. London, dena 117, str. 841, g. 1928. D 
02 : 
0x2 2 5 y2 ; 
operatora prvog reda, ‘pine? uvodi nove wan! tzv. Sis: Opée- 
_ nito je sve mogućnosti lineariziranja valnih j nadžba prikazao Pan 
u svojem. neobjelodanjenom radu, koji je trebao biti održan k pre 
vanje na Solvayevu. kongresu. (kongres nije zbog rata jedan 
a bio. je rukopis oye va 


ovdje cijepamo- Laplaceov operator <. se na umnoške vekto skih 
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*) Kad u klasičnoj teoriji elektriciteta pretpostavimo, da su izvori 
: matematske točke, dobivamo beskonačno veliku vlastitu energiju elektrona. 
‘Da se to izbjegne, uveo se konačan »radius elektrona« veličine e*/me. 
Isto se tako i u valnoj teoriji materije dobivaju beskonačne vlastite 
energije, ako se izvori uzmu kao matematske točke. No ta slika točkastih 
(izvora sigurno ne odgovara prirodi. Po svoj prilici čitav prikazani forma- 
lizam zatajuje, kad se radi o područjima uporedivim s »klasiénim elek- 
otronskim radiusom«. Heisenberg, Z. f. Physik, 110, str. 251, 1938; Pauli, 
oEncykl. d. Math. Wissensch. V, 2, Dirac, Proc. Roy. Soc. 167, str. 148; 
Euler, Ann. d. Physik, 26, str. 398, 1936; Weisskopf, Kgl. Danske Vidensk. 
Selsk., Math.-fys. Medd. XIV, 6, 1986; Kemmer, Helv. Phys. Acta 10, str. 
112, 1937. Budući da ovdje računamo samo potencijalnu energiju između 
dva izvora, ne treba da uđemo u te probleme. Integracija tu daje iste re- 
zultate, da li se uzmu točkasti izvori ili kontinuirano raspodijeljeni naboj 
u oblasti »klasičnog elektronskog radiusa«. Izrazi u zagradama integranda 
bili bi u drugom slučaju u glavnom jednaki »gustoći« naboja. 


P-E-340 ME 
CMJIBI ATOMHBIX ZANEP 


1. BOJHOBYIO Teopvio MaTepuu spent de Broglie, pacnpoctpa- 
HMBUIM Ha MUP ATOMOB HeOObIKHOBeHHbIM /IYAJIHBM BOJIHBI M UACTHLIBI; 
BOSHUKIUMM 43 THIIOTE3BI O KBAHTAX CBeTA. YpapHenua Hinstein-a (1) 
u (3) KOTOPBE CBA3BIBAIOT JHEPTMIO M UMTIYVIBC KBAHTA CBETA C ua- 
CTOTOI U JUIHHOH BOJIHBI, MOTYT 6BITb no de Broglie npumeHeHbi Ha 
pacmpocTpaHeHve KATOJIHBIX U KAHAJIBHHIX Jyueli. Ho uro KacaeTca 
OTHOLIEHHA MEKIY /UIAHOI BOJIHBI M UACTOTOIA, ITO OTHOLIEHME WHOE€ 
Y BOTH MATEpuM, 4em y BOJIH CBeTA. U3 OTHOLIEHUA MOX/Y 3HEpTHEX 
M UMIVJBCA, COTJIACHO TEOPHU OTHOCUTEJIBHOCTH (8), BBIXOJIUMT, UTO 
WACTOTA M IUJIMHA BOJIHĐI CBa3aHbI ypaBHeHeHuemM (9). ITO TPUBOJHT 
K de Broglie-Bomy ypaBHeHuio BOJIHBI (12). B Hem nosBjaeTca Ha 
NpaBo#i CTOpoHe OJIUH uJIeH, KOTOPBIi PTOBOpUT O TOM, UTO BOJIHAM 
MATEpUM TIPUHA/LIEKUT HeKOTOpas Macca IOKOX. 
4. B Teopuu szekTpuuecrBa Coulomb-oBe CHJII MEKIY 3JIeKTPM- 
UECKUMUM ZAPANAMU AHBI CTATHUECKUMM DOIIEHMAMU YPABHEHHSI BOJIHHI 
cBeTa. To aHaToruu mpuxogumM K BaKImOueHHio, UTO M CTATHUECKUM 
peureHusm ypasuenua de Broglie (12) orsedalor | (HeKOTOPBIE ČHJIPI: 
Sim Cub, Kak BMAHO M8 ypasnenmii (26) m (27), ymeHbiaoTca 
IOHEHLIMAJIBHO CG paccTrosHveM, M MX npeyen. pacnpocrpanenua 
IpeseeH MACcOIO 3JIeMeHTADHBIX yactuy. Uro6bt NOMUMTh mpeqer 

crnpo Tpanenua. TIOJIA, zorno orpeuaeT pesa: ATOMHBIX MED; 


“uro. rane. pićem anekTponu" “nelicrairresisHo. ‘asia 


30 Dr. Ivan Supek, 

NOJIA, KOTOPbIE TIEPEHOCAT CMJIBI MEXLY NIPOTOHA H HEATPOHA. TuNOTE- 
TuyeckHe  uHacTHIIbI Yukawa-e BO MHOTFOM CXOJHbI C Me30HAMH 
Have@HHbIMM B KOCMMUECKMX JIy wax. 


5. YpaBHeHMe BOUIMbI CBETA eCTb NOCIIENCTBHE CUCTEMbI (28) Max- 

well-oppix  UACTHBIX — JU(EPeHLIMAJIBHBIX ypaBHeHuii 10H cTemeHn. 

33 Bau3kaa AHAJIOTMA MOXKAyY cBeToM M BomHamu de Broglie HaBoguT HA 
MbIC&b, UTO U JIH NOJEA MATEePMM NOJDKHA CYLIECTBOBaT TAKA cu 
CTeMa UACTHBIX JMMePeHYMabHbIX YpaBHeHHH 10M CTENeHM, U3 KO- 
Topon nomyualoTca ypasHeHua BomH de Broglie. Ha mona matTepun 
BO3MO2%KHO IPUMEHHTb M3BeCTHYIO CXemy, UTO IBe BeJMUuuEHBI E u H 
BbIBOJATCA COTJIACHO (41) M3 CKAJAPHOTO 4 BEKTOPHOTO TIOTEHLIMAJA. 
TipuBeneHmuem ypaBHeHuii_ (37) u (38) K JMHE/AHOMY BUY TIOJIVUAEM. 
cuctemy Yukawa-e (43). Baarogapa BeKTOPHOMY XapakTepy 3TuX 
owed cucTema JUČEpPeHLIMAJIBHHIX YPABHEHHIA ca CIuHOM h/zr, UTO 
B TOJIHOM COTJIACHM c TIPONNOJIOKEHMEM, UTO TAKHE UACTHIIBI INEDE- 
HOĆAT CMJIbI MOKJIY MPOTOHOM UH HEATPOHOM. i 


6. B Teopuu eJmeKTpuuecnBa KBAJIPATHO€ BbIDAXKEHME_KOMITOHEHT 
nojia E u H naeT mIOTHOCTb 3Hepruu. B cucTeme Yukawa-e, Hao6opoT, 
noma V wu A BBCTYIAIOT paBHOnpaBHo c nojamu E u H. Caeqosa- 
TEJbHO HYXKHO OXMJATB, UTO M BBIPAXKeHME mia Gozee TIIOTHOM 
sHepru GyleT cocTaBjeHu u “3 noge A u V. B mTepaType nyTb 
 sTOnNo BAXKHEFiLIENO MHBAPHAHTA: NPOXOJMT Yepes | Lagrange-oBe 
 dyiicuu. Ho, NpuHuMaa BO BHUMAHHE, AHAJIOTHUHO c Teopueš Max- 
well -a, MOeM TIJIOTHOCTE Bae: HAATU TAKHM Ke dat: Ba 


ć * ypasrtennsu Sem ecu K pa cunTaTe “nyse. a 
: apy YPABHEHMAM HEOTIXOJIMMO MIPUMeHUTb TOT xe CIIOCOG oGpa 
 Kakum Mbi NOJIB3yeMCA B Teopuu Max well-a, -uro6bi NON UMTb 


ere “Toma mrerpaaiom (655). 


Vinrerpan 3Hepruu. BHUHCIEH | JI 
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PROBLEM ČETIRIJU BOJA*) 


Moderna matematika stvara svoje probleme najviše u vi- 
osoko razvijenim svojim dijelovima, na krajnjim granicama 
dosada postignute spoznaje. Takvi su problemi razumljivi samo 
stručnjaku matematičaru, pa katkada čak samo užem specija- 
listu za dotičnu matematičku disciplinu. No osim toga u ma- 
tematici susrećemo neke probleme, koji se daju lako i jedno- 
siavno formulirati, pa ih shvaća svaki obrazovan čovjek, a 
ipak su vanredno teški. Neki su od tih problema riješeni po- 
slije stoljetnih, pa i tisućljetnih napora matematičara, često 
ovrlo kompliciranim matematičkim sredstvima. Neki su i do 
danas neriješeni. Jedan od novijih takvih problema je problem 
četiriju boja, koji spada u t. zv. topologiju ili analysis situs. 
i Zamislimo na kugli (globusu) ili u ravnini!) narisanu neki: as s 
zemljopisnu kartu, kojom je sva površina razdijeljena u sta- : ; 
“novit konačan broj područja (zemlje, jezera, mora). Tu kartu 
želimo obojiti tako, da područja sa zajedničkom granicom budu Zo. 
-raznobojna. DopuSta se, da se podruéja iste boje sastaju u po- 
jedinim točkama (na pr. četveromeđama i t. d.). Pita se, koliki | 
je najmanji broj boja, kojima se to u svakom slučaju može “ 
postići. či: s ag 


ER. Može se kat da je pet boja u svakom slučaju dosta?) : 
Slutnju, da već četiri boje dostaju u svakom slučaju, nije do a 


anas sao, Dia e odatle rane ime. 
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Čudnovato je, da analogni problem na kompliciranijim 
plohama, nego što je kugla, ne pruža tolike poteškoće. Tako se 
zna, da za obojenje neke razdiobe u područja na torusu (prste- 
nastoj plohi) uvijek dostaje sedam boja, a i treba toliko, jer 
se ploha torusa može razdijeliti na sedam područja, koja gra- 
niče svako sa svakim. Slično je uspjelo riješiti problem .za 
cio niz još kompliciranijih ploha, a baš na najjednostavnijoj, 
na kugli, poteškoće su tolike, da ih ne umijemo svladati"). 

Da se rješenje problema olakša, nastoji ga se svesti na što 
jednostavniji oblik. Prvi korak je taj, da pretpostavimo, da se | 
u jednoj točci ne sastaje više od triju zemalja, t. j. da nema 
četveromeđa, peteromeda i t. d. Takva pretpostavka ne sma- d 
njuje općenitost, jer se točke, u kojima se sastaje više od triju ' 
zemalja, mogu prekriti poligonima dotičnog reda, kao što se 
lako vidi. Može li se tako nastala razdioba obojiti sa četiri boje 
na željeni način, to ove poligone opet stegnemo na točku. Pri 
tom ne nastaje novih granica, već se samo neke granice produ- 
ožuju, pa dobijemo ispravno obojenje prvotno zadane razdiobe. 
Ako se dakle mogu sa četiri boje obojiti sve razdiobe s trome- 
dama, tada se daju obojiti i sve ostale razdiobe. 

Promatramo li sve granice i sve točke, u kojima se granice 
sastaju (t. j. tromeđe), to možemo reći, da one tvore stanovitu 
mrežu. Tromeđe ćemo zvati čvorištima te mreže, same granice 
bridovima, dok područja na kugli tvore oka te mreže. Mreža 
je razapeta na kugli tako, da se bridovi nigdje ne križaju. Bri- 
dovi se dakle sastaju samo u čvorištima, i to u svakom čvorištu | 
po tri brida, pa stoga kažemo, da je mreža trećeg stepena. 
Odsada ćemo promatrati samo mreže trećeg stepena, pa to ne 
ćemo više posebno isticati. Mreža, koja se može ovako razapeti 

na kugli (pri čemu bridove zamišljamo po, potrebi rastezljivim), 
zove se sferna mreža. Promatramo li prostornu mrežu, t. je 
stanovit broj točaka, koje su na neki način povezane bridovima | 
tako, da se po tri brida sastaju u svakoj- od tih točaka, onda: 
ne smatramo, da ima oka, dok tu mrežu nismo razapeli na 
nekoj plohi (bez križanja bridova). Može se pokazati, da se“ 
uvijek može naći takva ploha, ali to ne mora biti kugla. Ako. 
se mreža ne može razapeti na kugli, zvat ćemo je nesfernom. 

Važan korak k rješenju sastoji se u tome, da se problem 
o četiriju boja za oka neke sferne. mreže nadomjesti . problemom ; 
ae Vag boja za bridove takve polo ie je Be se see : i se 


o rz: vea og 


Problem četiriju boja 33 


bridovi takve mreže obojiti trima bojama tako, da se ni u 
kojem čvorištu ne sastaju bridovi iste boje. : 

Isprva se mislilo, da je to moguée za svaku (i nesfernu) 
mrežu, pa se ta tvrdnja zvala Taitov teorem’). Međutim, Peter- 
sen*) je oborio tu tvrdnju davši primjer jedne nesferne mreže, 
kod koje takvo obojenje nije provedivo ili, kako ćemo reći, koja 
nije »rješiva«. Sl. 1 pokazuje Petersenovu mrežu, a sustavnim 
pokušavanjem lako je provjeriti, da je nerješiva. 

: Za sferne mreZe moze se pokazati, da 
je problem njihove rješivosti, t. j. oboje- 
nja njihovih bridova sa tri boje, ekviva- 
lentan problemu obojenja njihovih oka sa 
četiri boje, dakle problemu četiriju boja!"). 
Ako je odgovor na problem četiriju boja 
 jestan, onda su rješive sve sferne mreže, 
koje nemaju »mostova«. Pod »mostom« se = eet | = 
Pri tom misli na brid, koji spaja dva dijela mreže tako, da bi se 
mreža raspala u ta dva dijela, ako dotični brid presiječemo. 
Uzduž takvog mosta sferne mreže neko. bi područje (oko) gra- 
“nidilo samim sobom, Sto je za zemljopisnu kartu besmisleno. 

= Rješivost sfernih mreža je pristupačniji problem, koji se 
može tretirati drukčijim sredstvima, nego li problem četiriju . 
boja, pa je stoga ekvivalencija tih dvaju problema zanimljiva ae 
i važna činjenica, koju ćemo ovdje potanje raspraviti. Poe, A 
bne su nam za to neke pripreme. | = ; Sedra 
Uzmimo, da je neka mreža riješena, t. j. bridovi su obojeni) 
ma eee hecimo črvenom, eee i al tako, a i 


već € dodimuiog’ čvorišta, a to hoes biti samo | : 
su kod ostalih. dodirnutih čvorišta i erveni i 


34 Dr. ing. Danilo Blanusa, Zagreb, 


čime je proces završen. Možemo dakle sva čvorišta i njihove 
crvene i bijele bridove obuhvatiti konačnim brojem »izmjenič- 
nih krugova«. Jasno je, da svaki krug ima tak (paran) broj 
kridova, jer očito ima isto toliko crvenih kao i bijelih bridova. 
Krugovi se ne sijeku međusobno i ne sijeku sami sebe, jer ne- 
maju zajedničkih čvorišta, a za bridove pretpostavljamo, da 
se sastaju samo u čvorištima (dakle, ako je mreža sferna, da 
se ne križaju). Da smo odabrali druge dvije boje, dobili bismo 
drugi sustav izmjeničnih krugova. Razmatranje ovakvih kru- 
gova je važno sredstvo istraživanja i mnogo se upotrebljava. 
Za naša razlaganja trebat će nam pojam poznate Kleinove 
četvorne grupe. Elementi te grupe mogu imati razno značenje, 
t. j. grupa se može na razne načine »realizirati«. Neka na pr. 
elementi e; a, b, c te grupe znače ove transformacije koordinata 
u ravnini: 
Mareš X x = —x Sox x == 
3 SE ;? (1) 
VA es BA boi es | Mandi VERNE 
Prema tome jedinični elemenat e znači identičnu transforma- 
ciju, a znači vrtnju koordinatnog sustava za 180°, b je zrea- 
ljenje sustava na osi X, a c zrealjenje sustava_na osi Y. Ra- 
zumijevamo li pod množenjem dvaju elemenata grupe uza-' 
stopno izvođenje dotičnih transformacija, to je lako provjeriti, 
da vrijede relacije 
@=bF=c=e (2) ; ab=ba=c (3) ; ac = ca =b (4) 
be=eb=a (5). 


Iz (3) se množenjem sa e i upotrebom (2) Koe lako 


abc = e, (6) 
a iz (2) HARE: množenjem sa a—, da je 
: O01 bebi, C= eS (7) 


t.j» da je svaki elemenat jednak svome inverznom elementu. 
(svaka od transformacija (1) jednaka je svojoj inverznoj trans- 
formaciji). Ako su S Si se bilo koja tri elementa te grupe 
to iz : 
Sig = S82 (8). 
izlazi množenjem sa s zbog s? = e š : ad 
Sey Bee) 
Druga je jedna mogućnost realizacije ove grupe, da njezine 
elemente smatramo permutacijama, a produkt dvaju elemenata 
enom peritacijom, koja odgovara uzastopnom izvođenju do- 


BS A = 
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tičnih dviju permutacija. Neka dakle elementi e, a, b, c grupe 
znače stanovite permutacije četiriju brojaka 1, 2, 3, 4, i to: 


ili 1234 1234\ : (1284 
Se wy Ee bike 3412) : \4321 (10) 


ili, ako permutacije acne u cikle: 

(1) (2) (8) (4) ; (12) (84) ; (18) (24) ; (14) (28). = a) 
Jediničnom elementu odgovara identična permutacija. I ovdje 
možemo lako provjeriti ispravnost relacija (2) do (9). 

Za naše svrhe nam ne treba nikakva realizacija grupe, 
nego ćemo se služiti apstraktnom četvornom grupom s elemen- 
tima e, a, b, c, koji zadovoljavaju relacije (2) do (9). 

Razmotrimo sad neku mrežu, koja je razapeta (bez kri-— 
žanja bridova) na nekoj plohi, i pretpostavimo, da joj se oka 
daju obojiti sa četiri boje. Nazovimo te boje slovima e, a, b, c, 

t. j. nadomjestimo ih elementima naše grupe, a pridajmo sva- 
- kom bridu onaj elemenat, koji je produkt elemenata susjednih 
oka. U svakom čvorištu sastaju se tri oka, koja očito moraju 
biti raznobojna, jer svako graniči sa svakim. Za njihove boje 
postoje četiri mogućnosti: e, a, b; €, a, c; e, b, 6; a, b, c. Tvorimo 
li u svakoj od tih mogućnosti sve produkte od po dva elementa, 
dobijemo prema (3), (4), (5) svaki puta elemente a, b, c. Na 
bridovima se dakle javljaju samo tri elementa i to na brido- 
vima svakog čvorišta tri razna. Time je obojenje bridova trima pe 
bojama provedeno. Iz rješivosti problema četiriju boja za oka 
Blijedi dakle rješivost problema triju boja za bridove, dakle 
= orješivost« mreže, i to na bilo kakvoj plohi, ne samo na kugli. 
Obrat je teže dokazati i vrijedi samo na plohama s topo- 
- Joskim svojstvima kugle, dok na pr. na torusu općenito ne vri- 
edi. Iznosimo najprije vrlo elegantni dokaz, koji je Errera 
BAAD u svojoj tezi!!). — Prev: 
S apično, je fapolakko oe kugle, da dvora krivulja, | S. 


mre 


lju, u Koja se sva 
oy 
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dručju jedne boje, jer ne siječe nijednu drugu krivulju, onda 
ta krivulja cijelu kuglu rastavlja u dva područja. U jednom 
od tih područja permutiramo boje, t. j. stavimo zelenu, gdje . 
je bila žuta, i obrnuto. Time je očito postignuto traženo obo- 
jenje za n + 1 krivulja, i potpuna indukcija je provedena. 

U 'riješenoj sfernoj mreži tvore crveno-bijeli izmjenični 
krugovi zatvorene krivulje, koje se ne sijeku, pa možemo kuglu 
obojiti dvjema bojama A i B. Crveno-plavi izmjenični kru- 
govi rastavljaju kuglu na neka druga područja, koja obojimo 
bojama C i D. Time se svagdje na kugli nalaze dva sloja boje 
jedan iznad drugoga. Oka mreže su dakle obojena kombina- 
cijama AC, BC, AD i BD. Ni uz koji brid ne može se s obih 
strana nalaziti ista kombinacija boja, jer svaki brid pripada 
ili erveno-bijelom ili erveno-plavom izmjeničnom krugu, ili, 
ako je erven, jednom i drugom takvom krugu. U prvom slu- 
čaju su prve boje u kombinacijama različite, u drugom slučaju 
druge, a u trećem i prve i druge. Smatramo li te četiri kom- 
binacije boja novim bojama, to je traženo obojenje oka pro- 
vedeno. Vidi se, da u dokaz bitno ulazi tipično topološko svoj- 
stvo kugle. 

Dajemo još jedan drugi dokaz, koji je srodan dokazu, što 
ga je dao Wernicke”). Za to trebamo najprije jedan pomoćni 
stavak. 


at 


Presijecimo neku rijeSenu prostornu mrežu zatvorenom 
plohom, koja prostor dijeli u dva zasebna dijela. Ta ploha ne 
mora imati topološka svojstva kugle. Može to biti na pr. i to- 
rus. Pretpostavljamo, da ploha ne prolazi nijednim čvorištem. 
i da s bridovima ima konačan broj zajedničkih točaka, u ko- 
Jima bridovi tu plohu probadaju, t. j. susjedne točke sjecišta 
na bridu nisu sve s iste strane plohe. Ta sjecišta neka su obo- 
jena bojom brida, na kojemu leže. Neka je m broj ervenih, nz — 
broj bijelih i ns broj plavih sjecišta. Zatvorena krivulja sjeći 
će plohu u takom broju točaka, jer polazeći s jedne točke na 
krivulji izvan plohe moramo obilazeći krivulju poslije svakog — 
ulaska u unutrašnjost plohe opet iz nje izaći, da se konačno | 
vratimo k toj polaznoj točki izvan plohe. Sjecišta ovako tvore 
parove i njihov je broj tak. Ako krivulja uopće ne siječe plohu, | 
broj sjecišta je nula, što možemo takoder smatrati takim bro- : 
= jem. Razmatramo li sad erveno-bijele izmjenične krugove naše 


a 


abs.” uree, to je broj sjecišta svakog pojedinog, dakle i Svih takvih | 
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krugova s plohom tak. No to su baš sva crvena i bijela sje- 
cišta, dakle 


' m + n2=0 (mod 2) . (12) 
Analogno je 
na + ns =0 (mod 2) . (18). 
mn +ns=0 (mod 2). (14) : 
Tvorimo li razlike od po dvije takve kongruencije, izlazi lako 
+5 ni = nez =na (mod 2), (15) 
a dodavši ns = ns kongruenciji (12) dobijemo konačno 

nm =m =n: = N (mod 2) , . (16) 


ako je N = ni + n2 + ns ukupni broj svih sjecišta. Riječima to 
znači: Prema tome, dali je ukupni broj N svih sjecišta tak 
ili lih, sva su tri broja m, n2, ns crvenih, bijelih i plavih sje- 
eišta taka, odnosno liha. 


sla - 


Za slučaj sferne mreže možemo zatvorenu plohu slad6inje“ 
stiti zatvorenom krivuljom na kugli, koja kuglinu plohu, na 
kojoj je mreža razapeta, dijeli u dva zasebna dijela. fae 


} 


Neka je sad zadana rješiva-sferna mreža s bridovima obo- | 
jenim bojama a, b, c, koje ujedno smatramo elementima. naše < 
grupe od četiri elementa. Da se oboje oka, počnemo jednim okom ae 
damo mu po volji jednu od četiriju boja e, a, b, c: Od toga Se 
ka pre lazimo postepeno na druga oka i prelazeći brid množimo 
elemenat (boju) s: dotičnog oka. elementom: s toga brida, Dose 
biveni pes 88: smatramo bojom. ensjetiiog oka, na koje. ‘smo 


38 Dr. ing. Danilo Blanuša, Zagreb, 


i množili elemenat si oka Pi elementima tih bridova. Njihov 
produkt neka je pi, tako da bi oko P dobilo elemenat 
SI = S, D, (17) 
Po drugom putu neka je produkt elemenata bridova p», tako 
da bi sad oko P dobilo elemenat 
SI = S, P2 (18) 
Neka zatvorena krivulja tvorena od tih dvaju putova siječe 
svega mn bridova s elementom a, nz bridova s elementom b, a 
ns bridova s elementom c. Onda je 
DD, = am b" cc" 19) 
Ako je ukupni broj siječenih bridova tak, onda su prema prije 
izvedenom stavku sva tri eksponenta m1, ne, ns taka, a taka 
potencija bilo kojeg elementa grupe daje prema (2) jedinični 
elemenat e, dakle je u tom slučaju 
ž pipze=e. (20) 
Ako je ukupni broj sjecišta lih, sva su tri broja mi, nz ns liha, 
EI ' 
no = 2m,+1, m4 = 2m,+1,n, = 2m,+1. (21) 
Dakle, uzevši u obzir ispravnost komutativnog zakona prema © 
(8), (4), (5), : 
Di Pe = a% b% cls = g2m. +1 bom +1 c2ms + dead 
= ažm bem cm abc = abc z (22) 
a to zbog (6) opet daje relaciju (20), koja prema tomu vrijedi 


u svakom slučaju. Množenjem (17) i (18) dobijemo s obzirom 
na (2) i (20) 


SISI = Et. (23) 
a množenjem ove relacije sa sj izlazi s obzirom na (2) 
SI = Sit ; (24) 


čime je dokaz proveden. 


Spomenuti dokaz Wernickeov razlikuje se od našeg 
po tom, što Wernicke zatvorenu krivulju, tvorenu dvjema pu- 
tovima, kontinuiranom deformacijom steže na jednu točku, 
oslobađajući se tako eventualnih čvorova unutar krivulje, dok 
smo mi tome izbjegli služeći se stavkom izraženim relacijom 
(15), koji će biti od važnosti i za druga istraživanja, osobito 
za ispitivanje rješivosti prostornih mreža. I Wernicke se služi 
| Kleinovom grupom, ali njezine elemente interpretira kao per- 
mutacije (11). — Boje oka, nazvane brojkama 1, 2, 3, 4, pod- 


= 
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vrgava kod prijelaza preko bridova permutacijama, koje su 
umjesto boja pridružene pojedinim bridovima. 

Usporedi li se Errerin dokaz s našim, to se vidi, da je prvi 
dokaz kraći i jednostavniji, dok se u našem dokazu jasnije 
očituje značenje, koje ima karakteristično topološko svojstvo 
kugle za provedivost obojenja oka sa četiri boje.13) 

Na kraju još nekoliko riječi o nerješivim mrežama. Može 
se pokazati, da se nerješiva mreža, u kojoj se pojavljuju dvo- 
kuti, trokuti i četverokuti (dvostruko spojena čvorišta tvore 
odvokute, a trokuti i četverokuti su trojke odnosno četvorke 
čvorišta, koja su ciklički vezana bridovima) može reducirati, 
t. j. ispuštanjem jedne stranice (brida) tih likova dobije se 
jednostavnija mreža, koja je ta- 
kođer nerjeSiva. No ima i ne- 
rješivih mreža, koje nemaju 
dvokuta, trokuta i četverokuta, 
ne daju se presjecanjem jednoga, 
dvaju ili triju bridova rasta- 
viti u dva dijela, a komplicira- 
nije su od Petersenove mreže 
(sl. 1). Dajemo u sl. 2 primjer takve mreže sa 18 Zan koja 

je dobivena spajanjem dviju Petersenovih mreža uz izbaciva- ' 
nje dvaju čvorišta. Dokaz, da je ta mreža zaista nerješiva, pre- — ee 
puštamo Gitaocu.*) — ; 3 


. Dosada su razni autori u glavnom PIVA samo sferne — 
mreže, nastojeći dokazati, da su rješive. Za nesferne mreze su z 
na temelju Petersenovog primjera već znali, da nisu sve rje- 
ošive. No bilo bi zanimljivo istražiti i nerješive mreže. Kad bi 
uspjelo te mreže potpuno obuhvatiti i klasificirati, možda bi 
se dalo ustanoviti, da li među njima ima sfernih, pa bi onda — 


tim putom bio riješen problem četiriju boja. 

BE: 5 Z = = 

JEDE Stereografska sania daje mogućnost Seana ae rere na. 

ravninu i obrnuto, pa su za naš problem te dvije plohe istog značenja. e 
ei BJE Kempe: On the geographical problem of the o colours, Am. Je 
Math., IL 1879, str. 193—200. j 


es Pa oe =a & , See 


ko koji od naših: etal aoa” uspije to spretno dokazati, neka. nam KF 
kaz, pa ćemo. ga. gri (Op. ur.). BI Pe : 
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Rademacher - Téplitz: Von Zahlen und Figuren, Springer, Berlin, 1983, 
str. 62—70. 

3) Cayley: On the colouring of maps, Proc. of the London Math. 
Soc., 1878, str. 148. — Proc. of the Royal Geogr. Soc. 1879, str. 259—261. 

4) Vidi pod *). 

5) Tait: Note on a Theorem in Geometry of Position, Trans. of the R. 
Soc. Edinburgh, XXIX, 1880, str. 657—660. — On the colouring of maps, 
Proc. of the R. Soc. Edinburgh, X, 1880, str. 501—503. 

*) Heawood: Map Colour Theorem, vidi pod *). 

7) Poblize o tom na pr. u Hilbert — Cohn-Vossen: Anschauliche Geo- 
metrie, Springer, Berlin 1932, str. 294—300. 

8) Tait: Note on a Theorem in Geometry of Position, vidi pod a 

% Petersen: Sur le théoréme de Tait, Intermédiaire des Mathémati- 
ciens, 1898, str. 225—227. 4 

1) Tu ekvivalenćiju je ustvrdio Tait: On the colouring of maps, 
vidi pod *). 

11) Errera: Du coloriage des cartes et de quelques questions d’analysis 
situs, Thése, Paris 1921, str. 50. Ž 

12) Wernicke: Uber den kartographischen Vierfarbensatz, Math. An- 
nalen, 58, 1904, str. 413—426, navlastito 415, 416. 

18) Autor je svoj dokaz našao neovisno i tek naknadno upoznao Errerin 
i Wernickeov dokaz. 


Citaocima, koji se zanimaju za taj krug problema, preporučamo ovu 

literaturu; 
“fi Errera, vidi pod 1). 

Sainte-Lagué: Les réseaux (ou graphes), Memorial des se. math. 
XVIII, Paris, 1926. : 

Sainte-Lagué: Géométrie de situation et jeux, Mém. se. math. XLI, 
Paris 1929. . sa 

Konig: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen (Kombina- 
torische Topologie der Streckenkomplexe) Leipzig, Akad. Verlagsges. 1936. | 

Reidemeister: Einfiihrung in die kombinatorische Topologie, Vieweg, 
Braunschweig 1932 (»Die Wissenschaft« Bd. 86). ; 


Dehn u. Heegard: Analysis situs, Enz. d. math. Wiss. III. Bd.: Geo- 
metrie I. Teil, 1. Halfte, 1907. = 


Résumé 
LE PROBLEME DES QUATRE COULEURS*) 
zva Par ; ; 
g a . Danilo Blanuša, Zagreb j 
ži ari Aprés les généralités et un coup d’oeil historique l’attention 
Boa est portée sur l’équivalence connue du probleme des quatre 


couleurs pour les faces d'un réseau cubique sphérique et du 
probléme des trois couleurs pour les arétes d'un tel réseau. 
L’auteur donne une démonstration de cette équivalence, basée 
sur la considération du groupe de Klein (Vierergruppe), et la 


= 


EO 
oie 
A, 
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compare avec les démonstrations du méme théoréme d'Errera 
et de Wernicke. 


Etant donné un réseau dont les arétes sont coloriées a l’aide 
des trois couleurs a, b, c, on peut colorier les faces du réseau 
en leur donnant les quatre couleurs e, a, b, c que nous consi- 
dérons comme éléments d’un groupe abstrait (le groupe connu 
de Klein) satisfaisant aux relations (2) a (9), e étant l’élément 
unité qui n’est pas utilisé pour le coloriage des arétes. Ayant 
Choisi ]’élément (la couleur) d’une face initiale, nous passons a 
une face voisine en multipliant cet élément par l’élément. de 
Varčte franchie qui différe de l’élément unité; done la couleur 
obtenue n’est pas la méme et les faces ont recu des couleurs 
différentes. En continuant ce procédé nous pouvons colorier 

toutes les faces. Il faut montrer qu’il n’y a pas de contradiction 
si ’on-parvient a une certaine face par deux chemins diffé- 
rents. Il est aisé de voir qu'il n’y aura pas de contradiction si 

le produit de tous les éléments a, b, c des arétes coupées par 

les deux chemins est égal a l’unité e et que cette condition est : 
 nćcessaire. See 
g Afin d’établir cette bgalite. nous nous appuyons sur le . € 
lemme suivant: zah 

Etant donnć un rćseau ie asotuhie (€ est-a-dire ad- ne 

 mettant le coloriage de ses arétes par trois couleurs), nous le mee 
-eoupons par une surface fermée qui divise l’espace en deux z 
parties séparées et nous supposons que la surface ne passe par_ 
aucun sommet du réseau. Aux points d'intersection nous attri- 
_buons les couleurs des arétes coupées. Soient ni, ne, na les nom- 
res des points d’intersection de trois couleurs différentes et N 
leur somme. Alors, les trois nombres m1, nz, ns sont pairs ou < 
pa selon que leur somme WN est paire ou impaire. m 

Pour démontrer ce lemme, il suffit de remarquer que les 
« yeles alternatifs formés par les arétes de deux couleurs cou- 
ent la surface en nombres pairs de points, ce qui donne les. 
ongruences (12), (13) et (14), d’ow s’en suit la relation” (15) et 
nalement (16), ce qui équivaut a notre lemme. | 


Lorsqu’ il s’agit d'un réseau sphérique, on peut nee 
es kre Dar une ee fermée sur da sphere, Ke 


es eee heniins dant nous avons (pamić PJE une i 
, pourvu que les chemins. ne se coupent pas. S’il se cou- 
ourra les décomposer en pr courbes jem 


> parties séparées en coupant une, deux ou trois arétes (fig. 2). | 
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Quant a la denioištration de Wernicke, elle est effectuée 
a Vaide d'un groupe de permutations qui est une réalisation du. 
groupe abstrait que nous utilisons. Le lemme démontré nous _ 
a permis d’éviter le procédé de déformation continue qu’emploie | 
Wernicke pour resserrer successivement la courbe fermée a 
un point. Ce lemme pourra étre employé aussi dans d’autres | 
recherches dans ce domaine. 

La démonstration élégante d’Errera est plus courte et plus: 
simple, mais nous croyons que notre procédé éclaircit mieux le 
role de la propriété topologique fondamentale de la sphere, a sa- 
voir qu’une courbe fermée divise la sphére en deux parties 3 


séparées.**) ; 
Quant aux rćseaux irrćsolubles, nous donnons — hors de 
Vexemple connu de Petersen (fig. 1) — Pexemple d'un réseau - 


irrésoluble a 18 sommets qui ne contient ni digones, ni triangles, 
ni quadrilateres et qu'on on ne peut pas décomposer en deux — 


se) Colloque mathematicouhye gee dd 26 teko 1945. a ee 


a) mia Maas a trouvé sa démonstration avant de connie celles ad j 
' ma 
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UGAO ZA SVAKOGA 


Mehanički (hidrostatički) riješiti jednadžbu x? + x = a, a>0, mo- 
žemo ovako (A. Demanet, 1898): uzmimo sastavljenu posudu (v. sliku!) koja 


$ 
4 
4 
4 
# 
fl 
# 


' 
: 
LZ LLL IIL LITLE đ : A 


Kk ex=a a>o 


, 


se s jedne strane završava s uspravnim valjkom baze 1 em? (mjesto em 
može se uzeti koja druga jedinica za mjerenje dužina), a s druge strane _ 


eet 


tjelesa v cm* odn. v*cm*. Nalijmo sada u posudu toliko vode, da joj nivo 
dosegne baš do dna valjka (dakle do »vrha« stošca), zatim vraćajući se 
danoj jednadžbi, uzmimo a em? vode, izlijmo je u posudu — tada visina 3 : 
x em vode u valjku ili stošeu daje traženo rješenje x jednadžbe. — Po 
> Osnovno svojstvo “istokračnog trokuta jest da je on aksijalno sime- SME 
tričan, i to simetričan s obzirom na simetralu kuta što ga čine jednake : 
stranice trokuta; odatle proizlazi, da trokut s dvije jednake stranice < 
ima: 1) dva jednaka kuta, 2) dvije jednake visine, 3) dvije jednake težiš- : 
nice, 4) dvije jednake simetrale stranica, 5) dvije jednake simetrale kutova. 
(u oba zadnja ja_slučaja govori se o simetrali kao dužini onog dijela sime- pes 
trale, Sto se nalazi unutar trokuta). Svako od tih pet svojstava troknta đa ee 
dovoljno je, pa da trokut bude istokraéan. _ as > 
bi .Istokračan trokut javlja se (makar i u prikrivenom obliku) kod pro- a iad 
matranja nekih osnovnih pitanja geometrije kao što su: 1) da li većoj <“ ; 
ici trokuta leži nasuprot veći kut trokuta; 2) da li je svaka stra- 
ica trokuta manja od sume drugih- dviju stranica toga trokuta; 3) da li 
dvije. dužine (odn. dva trokuta), koje su smještene simetrično s obzirom 
BE pravsk, također. i kongruentat U običnoj Euklidovoj Bre matiits stvar 


s upravnim stošeem za koji j ——: volumeni su dakle tih Sa 


može naći u David Hilbert, Grundlagen dee tes (som etoile 2 ss 
pede eni 1980, 7, VIII +326, specijalno dodatak II, Uber den Satz i 
od r ‘Gleichheit der: Basiswinkel | im gleichschenkligen Prive oy pp 
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n 

4. Ima li niz Vn, (n = 1, 2, 3,...) najmanji i najveći član? Mogu 
li se članovi toga niza istodobno separirati. tako, da se oko 
svakog člana opiše po jedna kružnica, koja bi ležala izvan svih drugih 
tako dobivenih kružnica? 


1 S ENG 
5. Ako jee = lim (1+—)", da li red. < (+a) — | 
n-> oo n n=1 n 

konvergira? 

6. Dva igrača A i B igraju igru »glava«, »pismo«; po dogovoru, po- 
bjednik je onaj koji uzastopce dobije n partija. Ako je A upravo dobio m 
partija, gdje je m < n, kolika je vjerojatnost, da će A biti pobjednik? 

7. U kockici s bridom 1 em nalazi se 28 trilijuna (2810) molekula 
plina. kod normalnog tlaka i 0". ; 

Koliko bi kvadratnih metara zapremala ploha, po kojoj bi se mogli 
razmjestiti ovi molekuli u onim međusobnim razmacima, kakvi su u spo- 
menutoj kockici? Koliko bi puta lanac, sastavljen od sviju ovih molekula, 
nanizanih u navedenim razmacima obuhvatio zemaljski ekvator? 

8. U poznatom romanu Julesa Verne-a »Izvanredna putovanja od 
Zemlje do Mjeseca« II dio (1865) (prevod Mat. Hrv. 1875, str. 59, 62) tri ne- 
beska putnika nalaze se u bombi, koju je ogroman top izbacio prema Mje- 
secu.*) a 

J. Verne piše, da su se putnici, udaljujući se od Zemlje, osjećali 
sve lakši, da su u neutralnoj točki izgubili cijelu svoju težinu, da su 
onda skočivši malo uvis ostali lebdeći i tako doručkovali. Bačene čaše i . 
boce, prepuštene same sebi, ostajale su lebdeći u prostoru kao da se du- 
godilo čudo. 

Pitanja: Da li je ovaj opis u skladu s fizikalnom naukom? Što bi 
pokazivala opterećena vaga u bombi? Da li bi putnici u bombi mogli ho- 
dati? Kako bi utjecalo vanjsko trenje na bombu? U kojoj se daljini na- 
lazi ova neutralna točka? U kojoj se daljini nalazi neutralna točka su- 
stava Sunce — Zemlja? Kolik je utjecaj Sunca u neutralnoj točki između 
Zemlje i Mjeseca? 

9. Ako trokut ima dvije jednake stranice (istokračan trokut), onda on 
ima: a) dvije jednake simetrale stranica; b) dvije jednake simetrale ku- . 
tova; dokazi, da u oba slučaja važi i obrat (dužina simetrale jest dužina 
njenog dijela unutar trokuta). g 
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vića, o kojoj je Specijalno riječ. | > Leis aw Ghie 


# gree fiziološko pitanje o podnašanju udarca topa ovdje ne ntožemo 
ulaziti. “ egies PA 
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Sam pisac u Predgovoru svoje knjige napisanom 20. IX. 1945. najbolje 
ocrtava namjenu, sadržaj i karakter djela. O namjeni djela tu se veli: 
_»Ovaj Uvod, kojega prvi dio evo izlazi, htio bi da uvede čitača u pred- 
vorje prostrane i visoke današnje matematičke zgrade, odakle će se moći 
uspeti i u gornje njene spratove ili zaći u posebne odjele, a pokazuje mu 
i putove, koji vode do njenih primjena. Obraća se to djelo svakome, koji 
pozna algebru, trigonometriju i analitičku geometriju srednjih škola, a 
hoće, ne plašeći se stalnog truda, što ga matematički studij uvijek traži, 
da se upozna s pojmovima, načinom izvođenja i rezultatima više analize 
u obliku, koji je primila u gotovo tri stoljeća pročišćavanja, ujednostav- 

o ljivanja i produbljivanja, a da ne izgubi vezu s njenim primjenama. Ta 
je svrha određivala, i stvarni sadržaj djela i način razlaganja.« (p. V.). 
= re) sadržaju knjige kaze: »Ovaj dio obuhvata osim uvodne teorije realnih 

_brojeva~i beskonačnih redova pregled svojstava elementarnih funkcija i 3 
< “funkcija uopće, diferencijalni i integralni. račun funkcija jedne promjen- ¢ 

_ Ijive i njihove primjene, pa glavne crte ore Fourierovih redova i har- 
A ME noničku analizu« (p. V.). - 

O metodi: »Prema svojoj namjeni drži se djelo sredine između pre- 

ME ekoga ulaženja u teoriju realnih funkcija i prenaglog prijelaza na 

primjene. U tim granicama gleda ono spojiti strogost izvoda, koja je 

nužna, kada se iznosi današnja visa analiza, sa zornošću razlaganja, | 

koja mora po mogućnosti izjednačiti teškoće, što nastaju iz prvoga zah- 
i 


tjeva. Svagdje, gdje se pruža prilika popraćeni su izvodi primjerima _ LE 
i računima do kraja izvedenima, pa grafičkim metodama u opsegu, koji 

je narav djela dopuštala, no iz koga će, nadam se, čitač moći da upozna ieee 
važnije dijelove i praktične matematike.« aie ne 


3 »U ritmu razlaganja gledao sam slijediti razvoj predmeta i nacina =~ 
zaključivanja. Širina na-početku imala bi pomoći čitaču, da što lakše 
_ prodre u bitnost realnih brojeva, a napose iracionalnih, na kojima je 
izgrađena matematička zgrada.« (p. VIVI.). fas 
»Činilo mi se je, da je ipak najprirodnije započeti s početkom, da fa 
je zgodno i nužno, da i čitač prođe u sebi onaj proces čišćenja i uzdizanja, E 
to ga je prolazila matematiéka spoznaja u svom razvoju..... da se as 

. uđe u neke od najbitnijih momenata matematičkog Gide UVO iso 
nje novih tvorevina. i odnosa.« (p. VI). a va 


KA razvijaju se ta razlaganja na jednostavnom problemu mjerenja : 
žina, za koji se pokazuje, da do kraja promišljen vodi do pojma gra- | 
čnog. prelaza tog važnog ulaza u višu analizu« (p. VI. r. 5 odozdo). — 

 _»Na mjestima, gdje bi ruazmatranja izasla iz postavljenog okvira, | 
pokazuju bilješke. u kojem. smjeru kreće teorija u daljem razvoju, a pre- | 
d glavne literature, koji završava svaku glavu daje čitaču mogućnost a 
dalje napredovanje; kada budu opet otvoreni izvori obavještavanja, 
će se taj dio nadopuniti, napose djelima poljskih i ruskih matema- | 
ika, Cijelo je razlaganje protkano bilješkama iz povijesti matematičkih. 
oblema, kako bi se dovele pred oči čitača epohe matematičkog “stva- 
L i spoznaja, da je današnja matematika skupno djelo dugih ca 
PEE: a da ies hae umovi sr vijak u hap, smjer 


o 


e, “la će čitač ispričati stvarnim razl 


alan pa 


46 A 


uklapanja intervala češće javlja u djelu kod raznih dokaza) pa čak i. 

limesa, pojma na kojem, po Cauchy-evom uzoru, izgrađuje čitavu Ana- 

lizu. 
Č Na taj način, već se na početku knjige osjeća stav i ruka autora, 
: a upoznavanje s daljim izlaganjem samo potvrduje tu prvu impresiju. 
Jer, knjiga je prof. Markovića rađena vrlo savjesno, plod je dugogo- 
dišnjeg rada i iskustva, pokazuje širinu, dubinu i mirnoću pogleda, histo- 
rijsko znanje i naklonost autora prema generalnostima a i filozofiranju 
(ponekad ova strana ometa neposredni uvid u stvar kao na pr. kod pojma 
površine i određenog integrala p. 377/78). Djelo obiluje grafovima (256 
slika i grafova, većinom bez oznake jedinične tačke), grafičkim rješe- 
njima raznih zadataka (na pr. Lillova metoda grafičkog rješavanja 


eed : alg. jedn., koja se rjeđe nade u udžbenicima), a savjesno su nacrtane 
' ad es sve elementarnije funkcije i poznatije krivulje (od ovih na pr.: astroida, 
: cisoida, spirale, strofoida, lemniskata — ovali fale — i t. d.). Vrlo je 


dobro obradeno sve Sto je u vezi s valovima kao: harmoniéko titranje 
(linearni oscilator), sastavljanje titranja, mat. i fiz. njihalo, te Fourierovi 
redovi, koji su možda obrađeni relativno opseznije i potpunije nego 
opći redovi potencija (možda je i to razlog, što nije dovoljno označena 
veza i analogija između redova i — naročito nepravih — integrala). | 
Knjiga za sebe čini cjelinu, — šteta, što osim mnogih primjera izra- 

đenih da ilustriraju teoriju nema i zadataka —, a za njeno razumijevanje. 

nisu potrebna nikakova pomagala. Dokazi i razmatranja ili su potpuni 

we z ili bar takovi, da se prigovori Sto bi im se mogli uéiniti (na pr. dokaz 
fi formula (a), p. 28, dokaz xn > &, p. 330, isto slovo R p. 406 u dva zna- 
PLA čenja u istoj formuli, nepotrebno preuska definicija konveksnosti likova 
p. 467, završetak rečenice početak p. 502 treba brisati, jer su oba uslova 
ekvivalentna) mogu lako ukloniti. Od bitnijih štamparskih grešaka 
spominjemo: p. 31 završetak treba biti bn a ne b, a u retku prije toga 


< poslije »istim« dodati »ili manjim«, p. 444 mjesto = treba biti cae š 
Iz knjige se može saznati mnogo stvari i historijskih podataka ta- 
kođer iz elementarne matematike na pr. porijeklo znakova: =, +, 


>,sit.d., definicije: brojnog pravca, koordinata, detaljna analiza opće 

. jedn. drugog st. sa dvije nepoznanice i dr., pa djelo sretno povezuje sred- 
o njoškolsku matematiku s višom matematikom. Svaki profesor matematik 

i fizike, svaka školska biblioteka, svaki student matematike i fizike, 

osvaki inženjer i svaki student tehnike svi bi oni morali nabaviti ovu 

korisnu i uspjelu knjigu. Alfdbetsko kazalo od 11 stranica (s podacim 
ogdje je moguće, rođenja i smrti mnogih lica spominjanih u samom 

djelu) znatno olakšavaju upotrebu knjige. - DK 


1 


: Osnivanje Astronomsko-fizičke sekcije Hrv. prirodoslovnog društvz 
Ni Da se radni program Prirodoslovnog društva što bolje ostvari % 
ostavi na širu podlogu, odlučeno je da se osnuju razne sekcije. U tu svr 


odbor odlučio je nastaviti uspješno. 
u Va krene riliku (rojevi kresnica, 
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članove sa svim ljepotama, koje krije u sebi Svemir. Takvim radom dobit 
će javnost pravilne predodžbe i najnaprednija tumačenja osnovnih pro- 
blema, kao što su: postanak i razvitak života. postanak i razvitak zemlje 
i sunca i uopće materije u Svemiru. 

Osnivanje  Matematičko-fizičke sekcije Hrvatskog prirodoslovnog 
društva. — Odavno se osjećala potreba zajedničkog rada i kontakta mate- 
matičara i fizičara. Ali, iz raznih razloga, do sada ne pristupismo formi- 
ranju nikakvog tijela, koje bi i nas sve okupilo. A sada, kad smo se 
othrvali najstrašnijoj najezdi, koja nas je ikada zadesila, i kad se nala- 
zimo slobodni u slobodnoj domovini, došlo je vrijeme, da svaki od nas j 
d& svaki atom u izgradnji i podizanju naše porušene zemlje, nepismenog 
i nervosvjećenog naroda, zaostale nauke i t. d. I dođosmo do uvjerenja, 
da Prirodoslovno društvo pruža, na novim temeljima, vrlo pogodan okvir 
za okupljanje matematičara i fizičara u jednoj zasebnoj sekciji unutar 
društva i da ta sekcija može da vrši ulogu društva matematičara i fizičara. 


: Na poziv za osnivačku skupštinu Matematičko-fizičke sekcije došao 
je u ponedjeljak 27. VIII. 1945. godine u veliku predavaonicu Fizikalnog 
zavoda zamjerno velik broj interesenata. Skupštinu je u 18 sati otvorio 
predsjednik Prirodoslovnog društva dr. Tućan upravo zanosnom besje- 
dom iznoseći svu poeziju i korist matematike u raznim oblastima, napose 
u astronomiji. Potom daje riječ dr. Kurepi, da, kao jedan od inicijatora 
nove sekcije, kaže nešto o njoj samoj. Dr. Kurepa govori o zadacima buduće 
sekcije: aktiviziranje matematičara i fizičara u stručnom i prosvjetnom ši 
pogledu i to: predavanjima, diskusijama, pisanjem naučnih radova i t. d. ee 
Sastanci bi bili što za šire krugove, što struéno-nauéni (kolokviji): Pri- 
stupilo bi se i izdavanju jednog popularnog matematičko-fizičkog časopisa, 
_koji bi se proširio na cijelu Jugoslaviju sa Bugarskom, poslije bi se iz- 
E davao i jedan naučno stručni časopis, bilo za matematiku i fiziku zajedno, 
bilo odvojeno. Počnimo i s manjim sredstvima i u umjerenijem obliku; 
bolja je i tako pa istrajati, nego početi na veliko pa stati. Poteškoća će 
biti dosta, ali, da s pjesnikom završimo: >Bez muke se sablja ne sakova«, < 
rekao je dr. Kurepa. i 


4 U diskusiji, koja se potom razvila, uzima najprije riječ dr. Marijan 
Kiseljak i napominje, da sekcija treba obuhvatiti i pitanja matematičke | 
nastave, da mora popularno raditi obuhvaćajući najšire slojeve u smislu 
obnove zemlje; predlaže osnivanje biblioteke i povezan rad s Beogradom, 
Ljubljanom i dr. Dr. Supek govori o važnosti fizike kao osnove tehnike, 
ipelira na fiziéare, da pišu popularne knjižice, zagovara stručni mate- | 
matičko-fizički časopis i uključenje srednjoškolaca u rad sekcije. 


3 Zatim se prešlo na biranje odbora, pa je nakon pretresanja a ras- cee 
pravlijanja aklamacijom izabran ovaj odbor: =. 
—  Proéelnik dr. Zeljko Markovié, zamjenik pročelnika de. “Marijan Ka 
aie. tajnik prof. Miljenko Sevdié, odbornici: dr. Josip Lončar, dr. _ 
ro Kurepa, dr. ing. Danilo Blanuša, ing. Branko Blažeković, prof. 
Vrančić, dr. Mira Hercigonja, dr. Ivan Supek, dr. Vladimir Vranić, | 
Marija Lukšić, prof. Branko Maksić, prof. Vladimir Jirasek, edo | X 
ć, Sava Tatalović, Vesna Svete i Vladimir Stipetić. — sera aoe 
x Novo izabrani pročelnik dr. Marković zahvaljujući se na džpona“ 
1 “ dosadašnji položaj i rad matematičara i fizičara u nas sa životom | 
a samica, što svaka za se teško i bez radosti život provode, Stoga 
fizičari rado prihvatili zgodu da se okupe i za jednički 
t matematike: i fizike u nas. Matematika je p 
1 oni, koji mogu da joj se približe; zadaća 
utove, koji do nje vode. ea matematike 
0 tako. j je bil 
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s nastavničkim radom u srednjim školama 'i privlačenju najmlađih na 
bavljenje matematikom i fizikom. Zamjenik pročelnika dr. Katalinić go- 
vori o fizici i kaže, da bi se u Jugoslaviji moglo mnogo učiniti za ekspe- 
rimentalnu fiziku. Drži, da bi se trebao osnovati zavod za izradu fi- 
zičkih sprava. e : 
Nakon još nekih sugestija iz publike o pojedinim tečajevima iz ma- 
tematike i fizike pročelnik sekcije zaključuje skupštinu s napomenom, da 
će pobliži program rada sekcije biti ispitivan na sjednicama njenog odbora. 
Priroda, 22, 1945, str. 184—135. 


Izvještaj o radu matematičko-fizičke sekcije od 1. TX. do 31> XIE 
Prva odborska sjednica poslije osnivačke skupštine i izbora odbora 
održana je 1. IX. 1945:; na njoj je utvrđen program rada, koji je u općim 
crtama bio nabačen na samoj osnivačkoj skupštini 27. VIII. 1945. Kao 
glavne točke programa svoga rada postavila je Sekcija slijedeće: 1. da 
se održavaju matematička i fizička stručna predavanja u svrhu usavr- 
šavanja i obavještavanja članova o najnovijim rezultatima tih nauka; 2. ~ 
popularna predavanja namijenjena najširim masama u cilju buđenja in- 
teresa; 3. obrađivanje pedagoško-stručnih pitanja u vezi s nastavom ma- 
tematike i fizike u srednjoj školi. : 
Prvu točku postizava Sekcija održavanjem kolokvija. U ovom inter- 
valu od 4 mjeseca održano je 11 kolokvija i to: 
1.) 12. IX. — Teorija atomskih jezgara — dr. Ivan Supek. ' 
2.) 19. IX. O prioritetu razbijanja uranske jezgre — dr. M. Katalinić. | 
Na ovom kolokviju došlo je do ugodnog iznenađenja, kada je iz publike | 
istupio i uzeo riječ i sam Pavle Savić koji je u saradnji sa Irenom Joliot- 
Curie među prvima otkrio i eksperimentalno utvrdio razbijanje jezgre 
uranskog atoma. Njegovo izlaganje između ostalog i o nenapisanom 
historijatu tih istraživanja ostavilo je na publiku dubok utisak. 
3.) 21. IX. — Metodika eksperimentiranja s neutronima — P. Savić. 
4.) 26. IX. — Problem četiriju boja — ing. dr. D. Blanuša. 
S 3. X. —Matematički spektri prof. Mih. Petrovića — dr. M. Ki- 
seljak. 
.6.).10. X. — Sila i njeno shvaćanje — dr. S. Škreb. 
7.) 17. X. — Analitička geometrija u prostoru Lobačevskoga — dr. 
M. Hercigonja. 
8.) 31. X. — Kakova je geometrija na ploči koja rotira — dr. ing. 
; D. Blanuša. 
9.) 14. XI. — Fizika i geofizika — dr. J. Goldberg. 
10.) 28. XI. — Kako matematika gradi svoje teorije — dr. Ž. Marković. 
11.) 12. XII. Postanak i misli teorije relativnosti — dr. V. Vrkljan. 
Interesovanje za, kolokvije bilo je prilično; što pokazuju i diskusije 
do kojih je dolazilo poslije svakog kolokvija. Međutim je zapaženo da ipak | 
na kolokvije dolazi vrlo mali broj srednjoškolskih nastavnika. < 
Sekcija je u ostvarenju druge točke svoga programa organizirala i 
dva elementarna tečaja i to: jedan iz matematike na kome su održali 
“e predavanja dr. M. Hercigonja i prof. D. Šuljak, i jedan iz fizike na kome 
: _ Je predavao ing. Pinter o temi »Osnovi elektrotehnike«. Na oba ova te- 
čaja održano je šest predavanja. U predizbornoj kampanji bili su obustav- 
ljeni ovi tečajevi, a poslije će se opet započeti sa tečajem »Osnovi elektro- 
tehnike«. ' 
Pokušalo se i sa predavanjima za šire mas 
operacijama, ali to nije naišlo na odziv. > 
U ovom periodu održano je osam odbornih sjedni i 
Po ere tekućim poslovima, 
. je pokretanje stručnog matemiatičko-fizičkog časopi ay at 
_vidimo stupio u život. Na redu je i niz pobnihsniti maraka pe 
omatike, s kojima će se započeti u 1946. godini. ta nasi. 
a Tajnik: Milenko Sevdić, profesor. 
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